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PRÉFACE 


Cet Ouvrage complète ceux que j'ai déjà publiés sur les 
équations aux dérivées partielles du premier et du second 
ordre, mais sa lecture n’exige pas la connaissance des précé- 


dents. Il suffit que le lecteur soit au courant des théorèmes 


classiques sur les systèmes complètement intégrables d’équa- 
tions aux différentielles totales, théorèmes qui sont exposés 
dans tous les Traités d'Analyse. 

Les deux premiers Chapitres sont consacrés au problème 
de Pfaff proprement dit; j’expose les méthodes fondées sur 
les propriétés du covariant bilinéaire, considéré d’abord par 
Frobenius et par G. Darboux. | 

Dans les trois Chapitres suivants, j’étudie les propriétés des 
formes symboliques de différentiellés (formes extérieures de 
M. Cartan), et leur application au problème de Pfaff lui-même 
et à la théorie des invariants:intégraux. Les propriétés de ces 


formes symboliques pourraient être rattachées très aisément 


au calcui tensoriel, mais il m’a semblé plus naturel de les 
établir, indépendamment de toute théorie plus générale. 
Enfin, dans les trois derniers Chapitres, j’expose quelques- 
uns des progrès les plus récents acquis à la science, relatifs 
aux systèmes de Pfaff. Les plus importants de ces progrès 


sont dus à M. Cartan, dont on trouvera le nom presque à 


chaque page de ces trois Chapitres. Je souhaite que cet exposé 


rapide puisse engager les jeunes mathématiciens à étudier 


plus à fond ces élégantes méthodes, dont l’auteur a déjà fait 
de si belles applications. 


Ü +: - Ne + 


ce 


À p adresse mes sincères remerciements à | oulanger et 
M. Cerf, qui m'ont prêté leur. concours pour in correction des 
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SUR 


LE PROBLÈME DE PFAFF 


CHAPITRE PREMIER 


1. — FORMES CANONIQUES D'UNE EXPRESSION DE PFAFF 


Le problème de l'intégration des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre est un cas particulier d’une question plus 
_ générale, le Problème de Pfaff, que nous allons étudier dans cet 
ouvrage. On y verra que les diverses méthodes d'intégration des 
équations aux dérivées partielles sont aussi des cas particuliers 
de méthodes plus générales permettant de résoudre ce nouveau 
problème. | | 


4. Énoncé du problème.— Le premier membre d’une équa- 
tion aux différentielles totales complètement intégrable 


ÉNET = X,d2, +... +X dt, —=0 


est identique, à un facteur près qui ne dépend que des variables x;, 
à une différentielle exacte, w — y.d/f (*), et l'intégrale générale est 
représentée par l’équation | ; 


(2) Fi tn..,&,) = CG 


Soit M,_, la multiplicité ponctuelle à n— 1 dimensions de l’espace 
à n dimensions (x,, æ,, .…, æ,), définie par la relation précédente 


(1} Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, n° 26. Les renvois fréquents à ce volume seront indiqués par le mot 
Leçons, suivi du numéro du paragraphe. 

G. Prob. é it | 
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où la constante C a une valeur déterminée. Pour tout déplacement 
infiniment petit du point (x,, x, …, æ,) sur cette multiplicité, les 


différentielles dx,, dx,, ..…., dx, vérifient la relation d fe 0 tôt 


par suite l'équation (1). 
Il est clair que l’on peut se proposer plus généralement de 


rechercher toutes les multiplicités, à un nombre quelconque de 


dimensions, de l’espace à n dimensions, qui satisfont à la même 
condition, quelle que soit l'équation proposée, complètement inté- 


grable ou non. Soit M, , une multiplicité ponctuelle à n — P 
dimensions définie par les p équations distinctes ( 


(3) Ke Ja (x, 2, nt) L,)= o, = 0, ae. pe ue 0 


pour tout déplacement infiniment petit du point (x,, ..…., x,) sur 


cette multiplicité, les valeurs correspondantes de dx,, …, dæ, véri- 
fient les p relations linéairement indépendantes 


(4) af 0, df, = 0, ae LRU 


Si l'équation proposée w — 0 est une conséquence des 2p équations 


(3) et (4), nous dirons que la multiplicité ponctuelle M,_, est une 
multiplicité intégrale, ou, plus simplement, une ntégrale, de 
l’équation w — 0. La recherche de toutes ces multiplicités constitue 
l’objet du Problème de Pfaf. Nous appellerons dans la suite 


forme de Pfaff ou expression de Pfaff toute forme linéaire en 


dæx,, …, dæ,, dont les coefficients sont des fonctions quelconques 


de &,, Lo, pe 
Dans le cas d’une équation complètement intégrable, équiva- 


lente à 


En effet, l'équation w — o exprime que cette fonction f conserve 
une valeur constante quand on se déplace sur une intégrale d’un 


ordre quelconque. Toute intégrale d'ordre inférieur à 72 — 1 est: 


. donc située sur une intégrale M,_,, et réciproquement. Pour se 
toutes les intégrales M, _,, ilsuffira d'adjoindre à l’équation f — 
où la constante C a une valeur arbitraire, p— 1 équations me 

quelconques, formant avec la première un système de p relations 
distinctes. Pour une équation de Pfaff à coefficients quelconques, 


l'équation df— 0, on obtient immédiatement toutes les : 
multiplicités intégrales, si l’on connaît la fonction f'(x,, x, …,æ,). 


à a So CHAPITRE I. — FORMES CANONIQUES. 3 *s 2760 
x | ; | 408 
D ot à ; ee à 3 
% nous DE même que le problème est résolu dès que l’on "15 
$ connaît les multiplicités intégrales dont l’ordre est le plus grand | cs Sr: 
pue possible. | 53 10) 
PU -Pourque l'équation (1) soit une conséquence des équations (4), . 73 CAT 
PSN linéaires BD ds Cle, 5. dx, il faut et il suffit qu’il existe p face : !:' 4500 
ne tours sk , tels que l’on ait A 
FR Rs tous Le systämes, de vies de das - RU à etpar suite que RS 
les n équations 4 ï cas ER 
? Ce es re AA Te 
| F:S ie VS SE on SRE er ie | (G—1,2,..,n) Ds 
à soient compatibles en À,, }, Pie Re tenant ‘compte des rela- ve 
4 tions (3) qui définissent la Re M,_,. Tous les déterminants | TES 
De: CCE ordre e + 1 déduits du tableau | na. 
eZ. DEA 4 À :. Ve 
% DORE PONS à D. 
4 | | hf 00 
SA 9x1 | DLe Le Le de. 
mes ne :54 
dla One Pan +4 
à n FA Es et p + 1 ignes dire donc être: nuls en tenant Me | 
_ compte des relations (3). SNA ARS DT RE ON r MR 
Si les équations CR SEC | a es 
(3) + fi == GC; fa TR Dee + Re == En | vs 480 


définissent une intégrale, quelles que soient logvaléurs des cons- IVoR 
S : | 3e : : D. NT Se EN : Fa RER 
_tantes C, GC, …, G,, ces multiphcités forment une famille à :.! CS 


aramètres, et 1l passe une de ces multiplicités par un oint . 1e 

PP cr à P par un p Us 

quelconque de l'espace {au moins dans certaines régions), et tous :, NS 
_ les déterminants d’ ordre p +1 ve tableau (T) Gore être identi- LRU 
Z quement nuls. | | PEER 
| On peut exprimer rene qu’ un PE de p ‘équations e Fa 4 
“entre Ts A PRNOEU HE PER une ES de he (a). Suppo- EIE De 
| Re 

2 16 
; { . | Er ? 

d \ # de 

* pr n' 
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\ 


sons ces. na résolues par rapport à p de ces variables, 
Lys Les, LV par exemple, de façon que la multiplicité M,_, soit 
définie PR 1e p RGUAUQNE 


Li = pi (x p+1 ss À RU "PTS Ty = P(lpgs ces ns 
j ve 


4 


les variables æ,,,, .…., æ, n'étant assujetties à aucune relation. 


Pour que cette multiplicité soit une intégrale de w — 0, il faut et 
il suffit que les fonctions 9, 9», .…., % vérifient les 7 — p relations 


RARE En En + Xi 0 G=p+in) 


{ , : l ve 
où l'on suppose x, ..., Ty remplacées par 9,9, ....®, dans 
X,, X2, …, X,. Ces relations forment un système d'équations aux 


n° 


dérivées partielles du premier ordre à p inconnues ; mais Ce Sys- 
tème est d’une forme très particulière, et on ne peut lui appliquer 
les théorèmes classiques d’existence, sans le transformer tout 


d’abord, car chaque équation ne contient que les dérivées des fonc- 


tions inconnues prises par rapport à la même variable. C'est par 


des méthodes toutes différentes que l’on est arrivé à la solution | 


générale du problème. 

Il est cependant un cas PAttenliee où l'on peut Pare sans 
examen que les équations (5) àdmettent une infinité de solutions, 
c’est le cas où p=— n — 1. Le système (5) se compose alors d’une 


seule équation, et l’on peut choisir arbitrairement n — 2 des fonc-. 
tions w,, 9%, .…, ©, ,. Toûte équation de Pfaff à n variables admet . 


donc une infinité d'intégrales à une dimension, ou de courbes inté- 


grales, dépendant de n — 2 fonctions arbitraires d’une variable. 


L'existence de ces courbes intégrales est d’ailleurs à peu près évi- 
dente a priori. En effet, si l’on adjoint à l'équation w — o des équa- 
tions de même formew, — 0,...,w, ,—0, linéaires en dx,, .…., dx, 
formant avec la première un système de n — 1 équations linéaire- 
ment distinctes, on obtient un système d'équations différentielles 
ordinaires, dont l'intégrale générale représente une famille de 
courbes intégrales de l'équation (1), dépendant den — 1 constantes 
arbitraires, dont on peut disposer de façon qu'une de ces courbes 
passe par un point arbitraire de l’espace à n dimensions. 


(QU 
X 


re] 
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Dans le cas de l'équation à trois variablés; non complètement 
intégrable, 


il n’existe pas d’intégrale à deux dimensions ; les seules intégrales 
sont des courbes. Si x, n’est pas constant pour une courbe inté- 
grale, on peut prendre x, pour la variable indépendante, et les 
formules 


Due —= f (&), L3 = f'(X) 


où f(x,) est une fonction arbitraire, représentent une de ces 
courbes. Il existe, en outre, une famille :de courbes intégrales 


dépendant de deux constantes arbitraires, définies par les relations 


Die La == Co 


Pour faciliter les énoncés, nous appellerons élément linéaire 
dans l’espace à x dimensions l’ensemble d’un point(x,,æx,, .…,æ,) 
et d’une direction (dx,, dx,, .…., dx,) issue de ce point. Un élé- 
ment linéaire est dit un élément linéaire intégral de l'équation 
GRR OIDTSEQUE did RD, 
L] L se e , L1 . LJ (2 7 “e L 
tion (1). Chaque point d’une multiplicité M,_, définie par les p 
équations (3) est l’origine d’une infinité d'éléments linéaires situés 
sur cette multiplicité et qui vérifient les relations 


df, =, dfi=0, RE df, =: 


Si M,,_, est une He de l’équation de Pfaff w — o, tous ces 


éléments linéaires sont des éléments intégraux, et réciproquement. 


Dans la suite, tout élément linéaire issu d’un point déterminé sera 


désigné seulement par l’une des notations (dx,, dx,, ..., dæ,), 
(OCR A NOUPE J4 | 
Pour Euler @£ une équation aux NHeauelles totales 


P(x, y, z)dæx + Q(x, y, :) dy + Riz, y, £)d£ = 0 


n'avait aucune signification, lorsque la condition d’intégrabilité 


n’est pas vérifiée. Monge (?) fit remarquer cependant qu’on ne 


(1) Znst. Calculi Prat Vol. III, Part. ARE P. 5. 
(2) Mémoires de l’Académie Royale des Sciences de Paris (1784), 3" 535. 


dx,, dx;, .…, dx, vérifient la rela- 
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pouvait considérer cette ét comme MUR puisqu'il était 
possible d'y satisfaire d’une infinité de manières en prenant, pour 
æ, y, z des fonctions d’une seule variable indépendante. Mais le 
problème a été posé pour la première fois dans toute sa généralité 


par J. F. Pfaff dans un Mémoire classique (t),ouil a montré que toute 


équation aux différentielles totales, contenant 27 ou 2n — 1 varia- 
bles, admet toujours des multiplicités intégrales dont le nombre 


des dimensions est au moins éRal Ba IP0n En 1 La méthode : 


employée par Pfaff exige les intégrations successives de plusieurs 
systèmes d'équations différentielles ordinaires. Cette méthode a 
reçu depuis lors de nombreux perfectionnements, dont les plus 
importants sont dus à Gauss, Jacobi, Natani, Clebsch, frRent, 
Frobenius, Darboux, etc. | 

On trouvera un historique très complet de la question dans le 


Traité de Forsyth (Theory of differential equations, Part I, p. 80, 


1890), et au début d’un important Mémoire de M. Cartan dans les 


Annales de l'École normale supérieure, 3e série, t. XI, 1890, : 


P. 239. 


2. Changement de variables. — Toute expression de Pfaff 
wu — X,dx, + X,dx, + . re Xnd%n peut être mise sous une 
infinité de formes Dior au moyen d’un changement de 

variables. Soient RAR LE 


(6) D ei Vs » sn). Ve 25,7) 


A: fonctions » es +. On dont le jacobien D(p1r-p2. -. qu) n’est pas 
| Par Por + Pn 4 D (yr; 2, +. Yn) : 


identiquement nul ; les formules (6) définissent une transformation 


ponctuelle faisant correspondre un à un les points de l’espace 
(dia RTE, l’espace (y,, Yes .…., Yn), Où tout au moins 
les ae de deux domaines D, et D, suffisamment restreints des 
deux espaces. À un élément linéaire (dy,, dy,, .…., dyn) de l’espace 


(1) Methodus generalrs, œquationes differentiarum partialium, necnon æquationes 
differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque variabiles, com- 
plele integrandi (Abh. der K. P. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
p. 70-136, 1814-1815). S HE 


LE 
CHAPITRE Ï. —— FORMES CANONIQUES. 7 
(Yis Yas +. Yn) correspond un élément linéaire (dx,, dx,, …, dxn) 


de l’espace (x,, &, ..…, &n), pour lequel on a 


(7) di — = da +. + Do Un | Œ—1,2,..,n). 
Si l’on remplace, dans la première forme w, les variables æ; et 


leurs différentielles par leurs expressions (6) et (7), il vient 


(8) S uv dy + Yidys + ee + Yidyn 
1—1 


où l’on a posé 


à d9n : | 
@) = og deg te + Ans G=1,2,.,2), 


-et où l’on suppose naturellement qu’on a remplacé &,, .…., &æn par 


les fonctions v,, »,, .…., w, dans les seconds membres. Les deux 


. formes de Pfaff 


Ÿ Xi, RE Ÿ Ydys 


PE à i—1 


se ramènent donc l’une à l’autre par un simple changement de 
variables, et mous les regarderons dans la suite comme deux 
expressions différentes d’une même forme. IL est évident que les 
multiphcités intégrales des deux équations | 


Ÿ xd 0 Sidi 


WA 1—1 


se correspondent par la transformation ponctuelle (6), re même 


que les éléments linéaires intégraux se correspondent un à un par 
la transformation linéaire (7). | 

Nous allons montrer dans les paragraphes suivants que l’on 
peut choisir les fonctions v; de façon à ramener toute expression 
de Pfaff w à une forme canonique particulièrement simple. On peut 


= 


| (10) Y: 
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remarquer tout de suite que, si l’on a choisi les fonctions o; de 
façon que les équations | 


Yi —= CG, ..) Vu Ge 


représentent une famille de courbes intégrales (ce que l’on peut 


faire d’une infinité de manières), la nouvelle équation devra être 
vérifiée quand on remplacera Yas Yas ee, Yn_ par des constantes 
quelconques, et par suite le coefficient Y, sera nul. s 

Le principe de la méthode de Pfaff pour résoudre l'équation 
w— 0 consiste à chercher d’abord un changement de variables 
permettant de remplacer cette équation par une équation de même 
forme où figure une variable de moins. Pour que l’équation 


NAT NT EEE Yrdyn = 0, 


obtenue par le changement de’ variables (6), ne renferme que 


les 7 — 1 variables Yas Ya +. Yn_1s par exemple, il faut et il suffit 
que Ÿ, soit nul, et en outre que le rapport de deux quelconques 


des coefficients Y;, Y4 (in, k n) soit indépendant de y,. On 
peut écrire ces conditions 


— 0, PRES BYE, ST n, | 


t. étant une fonction ou une constante que nous laisserons indéter- 


Mminée pour le moment. En remplaçant Y,, 1Ps or Yh par leurs è 


expressions tirées des formules (9), on obtient un système de 
n équations aux dérivées partielles, l’une du premier ordre, les 


autres du second ordre, auxquelles doivent satisfaire les fonctions 


Pas Par ++. On. Maïs, pour l’objet que l’on se propose, il est inutile 


d’avoir l’intégrale générale de ce système, il suffit d’en connaître 


une solution particulière. ; 
Nous allons d’abord montrer qu'on peut remplacer le sys- 


_tème (10) par un système équivalent où ne figurent que les déri- 


vées du premier ordre des fonctions inconnues. De la première des 
équations (10), 


me 
p) | 

“és — > X% PR 
LES 


dYn | 


F MAT CHAPITRE I. — FORMES CANONIQUES. JPA 
_  ontire, en effet, en différentiant par CHE à Téssa: PERS É F £ 


n 


1 Pen EX 2°pPk | PR | XX 29h PES CE A 


_#% L k . L: A 
7e y dun Dan di | 570 
| Re CARO mere dE KT [7210 
4 - , 

| 


D'autre part, ontire de l'expression (9) de Ye 


Ref S 3 
E ANS: k ———— N PR k DXR. 29 + | EPL: Fe 
Ce A Un ie on Ha” RMI RERSS 


di ble A te» sm i 
| 
LCL 
Le] 
1® 
—S 
a 


L 
La 
x 
” 


E ce que l’on peut FCI, en tenant compte de la relation précédente, x 
% A Tee | 1 CORRE EN 

> | | 

4 


12 : 
ls 
LP 

22 


2 S De xx DOR dPh + DE >XR doRIPh RS 
ne. ie Th Fe dYn Th EZ dyi ? | x | 2 


ou encore, en permutant les indices h et } dés la seconde SOMER EVE 0 
% ” “ * f, x 
mation, RO A NE De | : ARR Re 


ET DXRk DAT 


et l'équation REA | He | j 
. PA TS | ; ” ; ù : OL ie Fe i “. : Ë N F 


_ devient Re PR NE M CR | ARR EE 


Er - en PS pour abréger, DT SR EAN EP AE RC Ro PTIT 
F | : ) À CRT | NS “ps è 


LE OR EDR Ed VIE dd, à ee 
Akh —= — = LA ne RÉAL - (A, en a , .. nee ; à Ÿ 
DC) MATE NO ALILS CR bee L'EGUTNE ARIÈTRE 
A ET es, Ke RENE er EN à RENNES LD {sr 
Le système (10) est donc remplacé par Lee équivalent Rd 


Wir 
L À 
: 21 LE 
A v*. è 
Z Re. 
' J # 
à 
sd 
' a) 
un . 
TAARRE 
Se s\ 
RON: ” 


| Ce. 4 
ALT 
’ if A +] 
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où ne figurent que les fonctions inconnues 4,,0,, ..…, on, et leurs 
dérivées partielles du premier ordre. 

Ces équations seront certainement vérifiées, si m n'est pas nul, 
Le les intégrales du système 


ñn 


(12) Dan SE — uXx —0, Ro VU PT PAP 12 
PRE “ 


cela est évident pour toutes les équations (11), sauf pour la pre- 


mière. Il en ést de même de la première, car, si on ajoute les 


n équations (12) après les avoir multipliées respectivement par 


are due PR ASPOURe il vient, en tenant compte de la rela- 
dYn dYn 
tion évidente ayx + A Er 
| nm 
Pie ses 
u D XR + — O0. 
\ REA : 


L'équation Y, — o est done une conséquence des équations (LE) 
si p n’est pas nul. 

Le système (12) ne renferme que les fonctions : inconnues vo; et 
leurs dérivées partielles par rapport à la seule variable y. On 
peut donc le considérer comme un système d'équations différen- 
tielles ordinaires, et les fonctions +; ne peuvent dépendre des 


variables y, yes .…., gs à que par l’intermédiaire des constantes 


arbitraires dont dépend l'intégrale générale du système. 
Les équations (r2) sont linéaires en “ M, ..,,2%%, et le détermi- 
s dUn dYn  : 
nant formé par les coefficients est un déterminant symétrique 
gauche. Cela étant, plusieurs cas sont à distinguer : 
19 Si le déterminant 


| a a OUT 
(13) 1 À 249 229 ? 2n 


n'est pas nul, ce qui ne peut avoir lieu que si » est pair, on peut 


en 
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supposer & — 1, et résoudre ce système par rapport aux déri- 


vées .. ,. ce qui donne un système de la forme 
” es 


doi : 
ee X(o, Pas +. On) (E—1,2,.., n). 
L'intégrale générale dépend de. n — 1 constantes arbitraires, 


abstraction faite de la constante que l’on peut toujours ajouter 
à Yn. Soient, pour fixer les idées, P,, P,,..., ®,_, un système de 


_n — 1 intégrales premières distinctes des équations 


audæi + de + CarndEn CAR GdX + .. + ConlLh 2%) 
ù __ midi + + E AnndEn | 
— 2 | ; 


posons 
Pline! Tn) = Yan en bn Pi (ns ns D) Ya: 


En prenant y,, ÿs, .…., Yn—1 comme constantes d'intégration, les 
formules qui donnent l’intégrale générale du système (12), 


Li — oi(Yi» Yo) Tr Yn—1 : Yn)s 


définissent un système de n fonctions distinctes de y,, Y2,..., Yn 
satisfaisant aux conditions voulues. La fonction Y, est nulle, tandis 
que la fonction Y;, qui satisfait à la relation ui — Lrestideils 

| | Yn 
forme he D;(Yas Yos  Yn—1). Par le changement de variables que 
nous venons de définir, la forme de Pfaff donnée w se change donc 
en, une nouvelle forme de Pfaff 


Q — eln [D,dy, + ….. + Pr-1dyn_1|, 


D,,P,, …. bn 1 étant des fonctions des 7 — 1 variables y,, …, Yn_1 
seulement. | | 
20 Si le déterminant A est nul, ce qui a toujours lieu lorsque 7 


est impair, le calcul précédent ne s'applique plus. Mais on peut 


alors satisfaire aux n équations 


(14) @ÿi de, + re + Air Xn — O (a 1,2, mens ni), 
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par des valeurs non toutes nulles de dx,, dx,, …, dæn. Soient 


(15) 1 = + RACE À —= dyn 


un système de solutions : de ces équations. On peut avoir 
MX, +. + MXn 5 0, où À,X, + … + \Xn= 0. Dans le pre- ‘ 


mier cas, nous supposerons que l’on a Yux; — 1, ce qui est 
k L ; 

permis, puisqu'on peut multiplier tous les X; par une fonction 

arbitraire. Les calculs qui ont été faits plus haut prouvent que le 

système É 


(10) Ya r, ARE 
| dYn 

et le système S 

à € pi) | < n) L p) ) 
\ PR | LEA NES OPUS 
(ar) Xp Er, 14 9.\g S20 
( > dYn Yi Vus dYn « 
IRA=A k=1 h=1 

sont équivalents. Par suite, si les formules Ti 9 UP RRRONE ENT PS 
représentent l’intégrale générale du système ROTAUANE RME PL 

désignant 7 — 1 constantes arbitraires autres que celle qu’on peut a 
toujours ajouter à Yn, ces fonctions vw; sont des intégrales du Sÿse ER 
tème (10)', et le changement de variables correspondant conduit de | 

la forme donnée w à une nouvelle forme de Pfaff ta 1 

O—Y,dy, +... + Yh_idÿn.; + dYn; | 

BUY ER Ne ne dépendent quede ve ss Yn-1. 4 


Si l’on a AX, + XX, + + + AnXn—0, on voit de la même 
façon que le même changement de variables conduit de la forme 
donnée w à la nouvelle forme de Pfaff | 


nn Y,dy, + .. + Ynidyn-s, 


BAY PE Y eine dépendent TON CAT ANNE PRE 2 
On peut donc toujours, par un changement de variables con- 
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venable, ramener une forme de Pfaff w à n variables à l’une des 
' Li] 


trois formes 

(1) | Un (Y,dy, 4 @ Fe a ES Vn OURS 
(I) Yidy ET on 35 Yn1dyn-1 AU dYns 
(II) > ACTE A AU 


Y,,.…., Yn_1 ne dépendant que de y,, y, ..…, Yn-4. 

On a écrit y au lieu de e7” dans le cas de la forme (1), ce qui 
revient à changer la dernière variable; remarquons aussi que 
quelques-uns des coefficients Y,, …, Yh_, peuvent être nuls. 


Appliquons ce résultat aux cas les plus simples : n—2, n —3. 
2X: 2X2 } Si 


| TL? DL: 
&s = 0, on sait que w est une différentielle exacte dy1. Si ay n'est pas 
nul, le système auxiliaire (14) est 


SN Da CR ra on Ac = lo + 


c’est-à-dire l'équation « w — 0 elle-même. Si y, —C est l'intégrale géné- 
rale, la forme « peut donc s’écrire y»dy,, comme il est bien connu. . 
Soit © = Xidxs + Xode + Xsdæ3 On a dans ce cas A = 0, € et le sys- 


_tème (14) est ici 


dy2dLa + sdXs3 = 0, Audxi + oi —=0, aydæCi + a39dXs = 0. 
Si ao — Go — ay = 0, w est une différentielle exacte dy. Si ces 
trois coefficients ne sont pas nuls, on tire des équations précédentes 


d£i ue ds ee ds 
C£ER ds - 12 


(5ÿ 


Supposons d’ dl que XQ3 5 X,a 31 + X3aye ne soit pas nul; on. 


peut satisfaire aux équations du système (15) et à l'équation 


x D d'A dXz 
PRE Xo — + X3— — 
er dy + A3 dy 


Soient æi — pi (y1, 2, ys) l'intégrale générale de ce système; on a vu 


que, par ce changement de variables, w prend la forme 


Yidys + Yodye + dys, 


Y; et Y2 ne dépendant que de 41, y2; Yidys + Yedy: ne peut être une 
différentielle exacte, sans quoi on aurait @ye = @23 = @34 = 0. Donc, par 
un nouveau changement de variable, w prendra la forme £:d2, + dys. 


\ 


Vis Un 


Pr. LT. 08 WU SORT SEEN LA 
Va MINT 4 PRESS A 
4 LUS 0 OS CL TS PUS (Te 
F à 
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Si l’on a X1@23 + XeQy1 + XsQye = 0, Sera der sr à la forme yeodys, 
résultat classique. 
De la proposition précédente on déduit sans peine, comme l’a 


montré G. Darboux (), le théorème fondamental suivant : 
Toute forme de Pfaff w peut être ramenée à l’une des deux 
formes suivantes : 


(x) RP EL ANT EE End Y ny yras 
(B) | dy Te + 8,dys, 
où les fonctions y, 2x constituent un système de variables indé. 
pendantes, c’est-à-dire de fonctions indépendantes des variables 
qui figurent dans v. | 
La proposition est immédiate pour une forme à deux variables, 
et nous venons de la vérifier pour une forme à {rois variables. Il 
suffit donc de démontrer que, si elle est vraie pour une forme 
à n — 1 variables, elle subsiste pour une forme à n variables. La 
forme w étant ramenée à un des trois types (1), (D), (HI), il est 
inutile de considérer le type (I) qui ne dépend que de ñn — 1 Väria- 
bles et pour lequel le théorème est admis. Quand aux types (1) 
et (IT), on peut y remplacer la forme à n— 1 variables 


Aya, + — PER TPS 


| par un des types (x) ou (B). On obtient ainsi pour la forme w une 
des quatre expressions suivantes : 


Yn (dv, + +. + u,dv, + Goes) 
pr OS TE a dv), 
u,dv, +... + 4,dv, + dyn, 
u,dv, + … + a, dv, ae dv, 4 + dyn, 


les variables w;, vu étant des fonctions indépendantes des varia- 


bles y,, .…., yn_1. Les deux dernières expressions sont immédiate= 
ment mises sous la forme («), en écrivant dans la dernière 


Three V,41) au lieu de d,21 + dyn. 


La première peut s’ ue 


situe Hier UO dv, + w y p+4) 


(‘) Sur le Problème de Pfaff. Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, 
t. VE, 1882, p. 26. 28 | 
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en posant W, — Ynly, +, Wy—= Ynüy, Wyys — Yn, et 1 est clair 
que 0,,..., Uiyys Wy,..., W,., SOnt des fonctions indépendantes des 
variables qui figurent dans w, comme les variables u;, 0x, Yn. 

_ La deuxième expression s’écrira de même 


w,dv, + … + w,du,. 


Le théorème est donc établi, mais ce premier aperçu laisse 
subsister bien des questions. En particulier on ne voit pas a priori 
quelle est la valeur du nombre p. Nous laisserons de côté les 


_ divers-perfectionnements qui ont été apportés successivement à la 


méthode primitive de Pfaff, pour exposer les méthodes plus 
récentes fondées sur les propriétés invariantes de certaines expres- 
sions associées à une forme de Pfaff (!). Remarquons toutefois que 
le système (14) va jouer un rôle fondamental dans la suite. 


3. Covariant bilinéaire.— Soient y X;dx: et, D Yidy:i deux 
L 1 et 


ARE d’une même forme de Pfaff w au moyen de deux sys- 


tèmes de variables différentes ; nous supposerons, pour fixer les 


idées, que les variables x; s'expriment au moyen des variables y; par 
les formules (6). Si, dans l'identité 


Éxan—  van 


i=À 


on remplace y,, .…., yn par des fonctions de deux paramètres 


variables indépendants w et v, æ&,, æ, .…., Æn Sont aussi des fonc- 


tions de ces paramètres, et, en égalant les coefficients de du et 


. de dv dans les deux membres, on a les deux relations 


72.0 EU RE He RE Pa y 2 mire 


RL. + LE RE me 


(‘) Ces nouvelles méthodes ont été.employées simultanément par G. FroBE- 


nius : Ueber das Pfaffs’'sche Problem. Journal de Crelle, t. LXXXII (1877), pp. 230- 


315, et par G. Darsoux : Sur le problème de Pfaff. Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, 2° série, t. VI (1882), pp. 14-36, 49-68. 


Lo CAPE va 
en Des 


F0 
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/ al j { 
Différentions la première par rapport à v, la seconde par rapport ‘à 
à u, et retranchons membre à membre; les dérivées du second "ES 


. . . 14 : 
ordre disparaissent, et on aboutit à une nouvelle relation où ne St 


= 


figurent que les variables æ;, yx, et leurs dérivées du premier ordre 
par-rapport aux paramètres : 


n / £ \ nn. 
. \ 2Xi 024 Fe Qu L Xi dE (DLi 2XR Le AC 2XR IT» (ox 
Ée (oc dv : DEn dv | 0 | Tir DL QU \ dv 
2-1 / k=1 ) 
on | n QUE F 
ur DV og ne 9 DYE SUn (OU NS nn 2Yx dYn 
rt RE Dyn 20 (Ou A) 0y: ni 7 oyn du (dv 
1e | gs L: 


_ Le premier membre de cette RSTAtIOE renferme dans termes 


dXi dX Xi 
Ti TR ont les coefficients sont =? et — PAR ; ce premier | 


membre:est donc égal à | | | + 


À ee D si dXi DTR. 
‘ | | ou 2p. 


Ë, 


_le coefficient a;x ayant la même signification que plus haut, 


(16) | DSC dose nn 
et la sommation étant étendue à tous les arrangements deux à 
deux des indices. L, ke. En tenant compte de l'égalité a;x + aRi 0; 
on peut e encore écrire ce premier membre 

& DLIidLTRkR DXidTR 
DAT EE À 

ou OÙ dv du 


ATRURE 


U 


la sommation étant maintenant étendue à toutes les combinaisons 
deux à deux des indices &, 4. Nous conserverons cette écriture 
dans la suite. Le second membre de la relation obtenue a une | 


expression analogue 


où l’on a posé 


HS AUS RAR 
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Multiplions les deux membres de la relation 


di dx dxi dx Qui à Qui 9 
Yan Cu na =) = Y' bin te yi 2 
LA 1 À 


OU dv 00 du 


par dudv ; elle peut s’écrire sous une forme plus abrégée 


(17) > air (dRidtr — drrdti) — 2 bin (dydyr — dyrdyi), 
i, R i, À 
ci posant 


dTi di dyi 
dei = u, di = dv, dyi =" du, Sy = do. 


Remarquons que l’on a toujours, pour les deux systèmes de 


différentielles, 
HD SEE AE, OT 
(18) : . dYn 
Bars — “7 da ee + ES 
5 1 . Un n; 


et l’on passe du ee membre de l'identité (17) au second” 
membre en remplaçant dans ce premier membre les variables 
Lys Lys ., En et les deux systèmes de différentielles dæ;, Ôxæ; par 
leurs expressions au moyen des variables y;, et des deux systèmes 
correspondants de différentielles dy;, ôy:, qui se déduisent des 
formules de transformation par lesquelles on passe de la pre- 
mière forme XX; -dæi de w à la seconde forme ZY;dy;. 

Le premier membre de l'identité (17) est appelé le covartant 
bilinéaire (*) de la forme w, dénomination qui se justifie d’elle- 
même. On représente ce covariant par w', 


(19) TC — ds air (dxidxr — dxxdti), 
: i, k 

notation qui sera justifiée plus tard. Remarquons que, pour 

former ce covariant w’, il est inutile de calculer séparément tous 

les coefficients a;7. Il est en général préférable de se servir de 

l'expression symbolique 


— Ôw (d) = du (Ô), 


(!) Lirscurrz (Journal de Grelle, t. LXX, p. 73). 
G. Prob. 2 
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w(d) étant entone à w, a tu (5) pas ce que devient w(d) + SES 
quand on y remplace d par 8; on doit en outre tenir compte, dans : 1 
le calcul, de l’identité Sdx; — dix. o OO 


REMARQUES. — 1° Lorsque la Pre w est une différentielle totale = 770 
exacte, tous les coefficients air sont nuls, et w’ se réduit à zéro. Be 
Inversement toute forme de Pfaff dont le covariant bilinéaire est 
identiquement nul est une différentielle totale exacte ; | | 

2° Quand on multiplie la forme par un fictie constant € TES 
w’ est multiplié par le même facteur, mais il n’en est plus de 
même quand on multiplie w par une fonction de Lys ++: Æn. SO 
ne Line Ln)0 ; on à TS 


o— -$a(d) — — da (5) —5k. w(d) Rn(d)— dk. ®—, kdo &y. 


ou ; | Fe 


o — kw ; DE — (de, 


Ni 17 a 


D'une façon générale, soient ds da deux formes quelconques de 
Pfafr : LA Fa ns É | 


o, = A,dx, 1 us = Hu HS PB 


on représente par [w,, w,] la forme bilinéaire 


[A,dx, “= HS “ Andtn] Le y +. en Brôtn] sé | 
 LAièe, + + Ami] [Bd, + + Bndan] RC 
She Cr > (AÏBx— AB) (der — dm). | 


LU 


Avec cette notation, le covariant bilinéaire de Fe forme ko a pour 


expression MÉTR A Re : 
(ko) — kw! ER dR]. M 
D’ que ES définition même, les coefficients aix vérifient, ‘COMME -; "NE 


on s’en assure aisément, les relations 


Daik _ dakl. LT TN à Le 3:22 


Go). | ue ai = 0. Re SE nt ON NE # “4 
pour toutes les combinaisons dns ‘Inversement, si n°  fonc- «ES se 
lions aix des variables CARRE L7 péri fient les relations (20), la CS É* 
forme bilinéaire ; VERS ÉPRERS js £ 
Co re re TE a : à 
DE AS Was ( r Frs 


FT 


“ 


en 
4 


oh eos Le 


’ L * à 


à FA 
to , 


ii dc à ae À: 


ANR) 


Ne 
[ns { 


N 


jai où | ds 
: uÉ : Rs ' [4 & 


Ÿ 


LE 4 es 
Cine à 


a To 
F5 4 


AS 
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où la sommation est étendue à tous les arrangements des indices 

_ à, k, deux à deux, est le covartant bilinéaire d'une forme de Pfa ff. 
En d'autres termes, il existe un système de n fonctions X2 ee 5 An 


: I 
des variables x,,æ,, .…., æ,, satisfaisant aux re) relations 
ser pe LR Vos à 2 


TRS ARTS US Xi he: 
Le Que Re A î 


= La proposition est classique pour n — 3. Pour démontrer qu'elle 
est générale, supposons-la établie dans le cas de n — 1 variables, 


rret considérons les ñ — 1 ‘équations précédentes où i— — 1, et pre- 


pose = 0. Elles donnent SR Ne: | HORRE 
; 2X} | : 
——— = — É 
Pr AR a 1%» È 
aelpar sure. ATEN Le A RT 


, : a ENST : É vie ke | 
Ni — — | elite Tdi) Has e). (R= 2,90 n). 
MST (} À ARE NE. 5 2 


En tenant compte des conditions (20), que l’on suppose véri- 
… fiées, les autres équations (21), où # et. A sont r supérieurs à un, 
_ deviennent | ; 


Der Fe ee on Zn) = be (a - a) 


Ces équations forment un Feet de même: forme que le 
_ premier, avec une variable et une inconnue de moins. D'autre 
part, si l’on fait 3 — C, dans les relations (20), où tous les 


Le indices sont plus grands que un, on obtient un système de rela- 


Z tions de même forme ES rx RAS 
 OŸ dbik 4 DbIE RS 
r f 
20 ES bri — 0, pre 
; ( ) ik & ki s Sp + —— ere Res | 
sur La proposition. étant vraie pour 7% — 1 variables; AIS est one: 


générale. Connaissant une première forme de Pfaff ayant un cova- | 


riant bilinéaire donné, on aura toutes les autres formes ayant le 


même covariant en ajoutant à la Rose une différentielle exacte. 
issus 


… Deux éléments linéaires (dx, dæ,, …, dæ,), (as, .…., da, 
du même point (x,, &,, .…, æ,) sont dits en involution si les deux 


systèmes de différentielles dx, dti vérifient la relation w' — 0. Il 
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résulte du calcul qui a conduit au covariant bilinéaire que deux 
éléments linéaires intégraux appartenant à une multiplicité 
intégrale à p dimensions(p > 1) sont en involution. Si l’on prend 
en effet sur cette intégrale M, une intégrale M,, telle que les coor- 
données d’un quelconque de ses points soient exprimées au moyen 
de deux RÉRRE U, V, ces ñn fonctions vérifientles deux relations 


dCi l x OT; 
Lien _ 0, ÿ Xi — 0; 
F 


d’où l’on déduit, par le calcul fait plus haut, que les différentielles 
dæx;, x; correspondant respectivement à des accroissements du 
et uv des paramètres, vérifient la relation w!— 0. Or on peut tou- 
jours supposer que les courbes 4 — C, v — C' qui passent par un 
point de M, sont tangentes respectivement à deux éléments linéai- 
res te de la multiplicité intégrale considérée issus de ce 
point. 

Il résulte aussi de la propriété d’invariance de w' qu’à deux élé- 
ments linéaires en involution (dy dy) (07200) de l’espace 
UN AE) correspondent deux éléments ae en involu- 
UOTE SE UE (0, 82,) de l’espace (x, æ,, .…., æ,): 

on aussi que deux éléments linéaires intégraux en invo- 
lution de l’équation w — o sont des éléments linéaires intégraux en 
involution de l'équation Q — Æw —0, quel que soit le facteur #4. 

Geci nous amène à considérer quatre espèces d'éléments linéai- 
res possédant des propriétés spéciales : 

19 Les éléments linéaires quelconques qui sont en Fe 
avec tous les autres éléments linéaires issus du même point. 

2° Les éléments linéaires intégraux qui sont en involution avec 
tous les autres éléments linéaires issus du même point. 

3 Les éléments linéaires quelconques qui sont en involution 
avec tous les éléments linéaires intégraux issus du même point. 

{4° Les éléments linéaires #ntégraux qui sont en involution avec 
tous les éléments linéaires :ntégraux issus du même point. 

Les éléments linéaires de chaque espèce sont définies par des 
Systèmes d'équations linéaires en dx, …, dæ,, que nous allons 
étudier. Ces quatre systèmes se réduisent toujours à deux systèmes 
distincts, comme nous le verrons dans les paragraphes suivants. 
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a e LE # ® e ! 
4. Interprétations du covariant bilinéaire. — Le covariant w 
intervient dans le calcul de la première variation de l’intégrale f. et 


cette interprétation rend intuitive la propriété d’invariance relative- 
ment à un changement de variables. 

Considérons une forme de Pfaff à un nombre ne de varia- 
bles indépendantes, LE 


wo — Xidai + .: + X,dæx», 


X,.:.X, étant des fonctions de æ41, æ, ..., ©. Ces n variables étant 
regardées comme les coordonnées d’un point dans l'espace à n dimen- 


sions, les n équations 


=} i(t) EE DA 


où { varie de {, à 4, représentent dans cet espace une variété à une 
dimension ou courbe T, et l’intégrale définie 


li 
[ X,dæ:1 +... + DETTE 
10e 4 


\ 


3 


où l’on a remplacé æ;i par filé) et dæxi par f'i(t)dt, est encore appelée 
une intégrale curviligne prise le long de l' et représentée par 


= fx, + + Xadilne 
e r É 


Quand on remplace la courbe l par une courbe infiniment voisine, 
l'intégrale prend un accroissement dont nous allons calculer la partie 
principale. Il suffit d'appliquer à ce cas particulièrement simple la 
méthode générale permettant de calculer la première variation d’une 
intégrale ; j'indiquerai rapidement le calcul. Pour cela, imaginons 


une famille de courbes variant d’une manière continue avec un 


paramètre « etse réduisant pour « — o à la courbe l. Soient x; — fi(é, «) 
les équations de cette famille de courbes, la fonction fi(£, o) étant 
identique à fi (#). 

Nous supposerons Fe les limites 4 et , sont elles-mêmes variables 
avec «, et nous avons à à calculer la dérivée l’(x) de l’intégrale définie. 


' 


h 24 : 
I (x) = RE. a 
t 


—i 
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par rapport au paramètre a. La formule classique de différentiation 


Rr | 
de Ft D ee Nr) Re dXi dfn dfi dt 7 : | : 
F9 | de ee Sert e 
to 2 . 
f Sos DE 
li 1=1 k 


du. n - è | 
a D A Pt g,afi |. 
DÉTPAEES ot da de dt # 


il - At=h D AE LES 
ee par parties la de. intégrale, on peut la remplacer par 


t 

= ë Da Vo ot EU Er 
ii le lo ÿ—1 AR 

Dans le produit SL = l' («)d«, on a sous le signe d'intégration les. 

termes suivants, en pou DRE =À d&, > | à 

sh ide de fs ëæ) 

to 1 (ii XLCn | 

i= ARC, | ; 


5 Æ L ER rent) 
A) 14 


Des oXi 
se Si f Don PE 
ou, en Dos ge ce les die i et k dans la seconde intégrale, 


122 ee se) FRET 
(ex Ti 


Quant aux ternico eu dehors ‘du signe Fe , en les réunissant, on a 


l'expression suivante : 


el | 
L=— t=ti RS A Fit 
ot [Aus , 
afSny] - [Sa 
2290 PE DI/2 
| Jié=th 1= tt 


5 
AE 
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Posons, comme plus haut, 
dX; XL 


Ces nss T A a OC RE 
TD x: (ë, 3505 , le 


MAR fe) la ae + (2)... pe 
afi 
du 


Qu 5 L\ an ns : ( aps 


_ nous avons pour expression générale de OI 


oT > 1È DD 07 
SOLE ra 


(Kim: + XoADo + 26 X;Azh)#. | 


et, en outre, 


Remarquons que (A%4)o; (AZ2)v; . ., (AG&x)9 représentent les compo-. 


santes du déplacement infiniment petit de l’origine du chemin d’inté- 
gration quand on fait varier « de da, et (At, Je (Aa)... (Ath ont 
une signification analogue. Si donc on fait varier le chemin d’intégra- 
tion sans changer les extrémités, le terme tout intégré disparaît, et la 
formule générale qui donne OI se réduit à 


AI = > Y'axdæidær = [= 
ATV RTE LE Re 
Supposons maintenant que l’on effectue un changement de variables 
Di pilyis Ya Ps Un) RAA TA 1) 


la forme linéaire w se change en une nouvelle forme linéaire de diffé- 
rentielles YA 
= Yidys +- , x Fa Y:dyws fe 

- Y,,..., Yh étant des fonctions de 71, y, ..., Yn, et l'intégrale I, prise 
le de d’une courbe T dans l'espace (x, æ,, ..., Æ»), se change en 
une intégrale 


I! — Jo + ads PRES dd fe : 


prise de long de la courbe [' de l’espace (71, ya, .…., Yn), qui correspond à 
la courbe T de l’espace (x1, Æo, .., Zn) par 1e formules de transfor- 
mation. De l'égalité I —F, on déduit que les premières variations 
sont égales, dT — 01’, Mais on peut calculer dl de deux façons, soit en 
partant de a et générale de ÔT, ce qui donne 


D 2 ie AU 5 
m7 dyk dy 


PEER 
FA EL 


EN 
a 


|! 


re Es < 11 


T4 
WP ET 


LU? fe 


LS 
f à 
3 4 
ed 


es") 


SCA, 
LA) 


« CR, DE: 

ÿ} <# 
ALES: 
ER REES 


TT 


Te Pl 


TRE 


ER ET 
+? LOU É 
Le: DRE Ti 


F- su 
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soit en appliquant la formule générale du changement de variables à 
l'intégrale 01, et remplaçant en même temps la variation dæœi par 


Se D eus + SE dy 


En égalant ces deux ADO de ee on a donc 


> grue Re 2 big 


, c’est-à-dire w! = «1. 
La condition w' = o peut aussi s interpréter géométriquement. 
Prenons d’abord une forme à trois variables que nous écrirons 


wo = P(x, y, z) dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, :) ds; 

la relation w’ — o peut s’écrire sous forme de déterminant 
‘R_3Q 3P_oR oQ _2P 
oy , DZ dE 1 D EN 01 


dæ dy d£ 
dx dy ds 


ne D à 


Elle exprime que le-plan passant par les deux éléments linéaires 
(dx, dy, dz) (dx, dy, ds) contient le vecteur issu du point (x, y, 5) dont 
. les composantes sont | | 


RQ V2P_3R 20 t2P 
dy dZ DZ DT À dT dy : 


ou vecteur- tourbillon du vecteur (P, Q, R) ; donc, pour que deux éle- 
“ments linéaires soient en involution, xl faut et il suffit que le plan aéter- 
miné par ces deux éléments contienne le vecteur-tourbillon. 

Il est facile d’en déduire la condition d’intégrabilité de l’équation 
w — 0. Supposons en effet les axes rectangulaires ; toute surface inté- 
grale passant en un point (x, y, z) de l’espace doit être normale au vec- 
teur (P, Q, R) issu de ce point. Mais deux éléments linéaires quelcon- 
ques du plan tangent doivent être en involution, et par suite ce plan doit 
passer par le vecteur-tourbillon. Donc le vecteur-tourbillon et le vecteur : 
(P, Q, R) doivent être orthogonaux ; c’est preclsement la ÉORdHON 
d’intégrabilité. | 

On peut donner une autre interorétetion en considérant (dx,dy, ds) 
et (dx, dy, d£) comme les coordonnées homogènes de deux points dans 
un même plan. La condition w' = o exprime aussi que la droite qui 
Joint ces deux points passe par le point dont les coordonnées homogè- 
nes sont égales aux composantes du vecteur-tourbillon. 

Considérons maintenant une forme à n variables, et deux éléments 
linéaires (dæ1, ,:. s"dæ,), (2x, ..., dæ,) issus d’un même point, Soient. 


SU 
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A; et A2 les points d’un espace à (n — 1) dimensions dont les coordon- 
nées homogènes sont (dx; ...; dæ,) et (dx, ..., 0x). Ces deux points 
déterminent une multiplicité linéaire à une dimension, ou droite, dont 


les coordonnées pluckériennes sont les binomes dx;dxæR — dxrdxi 


(Gi, — 1,2, ...,n) La relation w' — o exprime que cette droite appar- 
lient à un Nes linéaire de l’espace à (n — 1) dimensions.Cétte inter- 


_ prétation ne sera pas utilisée dans la suite. 


5. Le système S;. — Etant donné un élément linéaire 
(dx, de, .…, dx,), issu d’un point (x,, &,, ..., æ,), les éléments 
linéaires issus du même point, en involution avec le premier, for- 
ment en général une multiplicité à n — 1 dimensions. Il n’y a 
d'exception que si la relation w' — o est vérifiée identiquement, 
quelles que soient les valeurs de Ôx,, dx,, ..., æ,. Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que dx,, dx,, ..., dx, vérifient les n 
équations linéaires | 


aude, + aL,dx, + ... + a,dx,—0, 
AndTs + Asdts +... ES 0! 


° , 0 . . e « e e 


| aude, + 4 dT, +... +a,, dt, —=0. 


De tels éléments linéaires seront appelés singuliers ; les éléments 
linéaires singuliers issus d’un point sont donc en involution avec 
tous les autres éléments linéaires issus du même point. 

Si n est impair, il y a toujours des éléments linéaires singuliers, 
puisque le déterminant A des coefficients ax est nul (t). Sin est pair, 
et si A est différent de zéro, 1l n’y a pas d'éléments linéaires singu- 


liers. C’est le seul cas où 11 n'existe pas d'éléments de cette espèce. 


Soient (dx,, dx,, …, dx,) un élément linéaire singulier issu 
d’un point (x, æ,, .…, æ,), et (dy,, dy, .…, dy,) l'élément-inéaire 
issu du point (y,, Yes +, Yy) QUI correspond au premier par le 
changement de variables (6). Puisque le premier élément est en 
involution avec tout autre élément linéaire issu du même point, le 
second élément linéaire (dy,, dy,, ..., dy,) doit aussi être en 

A 
. (t) Pour démontrer qu’un déterminant symétrique gauche d'ordre impair 


est nul, il suffit d'observer que ce déterminant change de signe, quand on 
change le signe de tous les éléments. Or cette opération ne change pas la 


\ 


valeur du déterminant, puisqu'elle revient à échanger les lignes et les 
colonnes. 


sn 
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involution avec tout autre Pre: linéaire issu du même point 
Fou l'espace (y,, y, ..., ÿ,). Il faudra donc que l’on ait 


AR nAMR EE 
mr 2 


quels que soient 0y,, dy», ……, y, et, par suite, que dy;, de ST: 


qenAen les n équations du système 


budys + bidys +... biid m— 93 
budy, + basdy, + ...0,,dy, —=0; 


s » 
- . e. . ° L Li ° CI L LE L2 


bdyi + TUE Hu bndy, —0, 
quis se déduit de la nouvelle forme de Pfaff 


D = Yidys + Yade + 2 + dy, 


a S,() 


= 


de la même façon que le système S, se déduit de la forme primi- 


tive. Le système SN, est donc un système covariant de la forme w,. 


relativement à tout changement de variables. 
En d’autres termes, si, pe le changement de variables défini par 


les formules (6), la Re Xidæ:; Aevient y Yidy:, le système 


PAT = 
S, se transforme, par le même changement de variables, en S, 1), 
Supposons que le déterminant A soit égal à zéro, de sorte que 


les » équations de S, se réduisent à r équations linéairement dis- 
tinctes (r <Z n). Ce système admet alors une infinité de multipli- 


*. cités intégrales à une dimension, dépendant de constantes arbi- 


traires, sir — n — 1, et de fonctions arbitraires si r << n —51. On 


peut en effet adjoindre aux r équations linéaires du système S, un 


système de 7 — r — 1 équations linéaires en dx,, dx,, ….,dx,, à 
coefficients arbitraires, de façon à former avec les premières un 
système de n — 1 équations différentielles ordinaires (1) 


7. | dr 


- 


(1) D’après l'interprétation donnée plus haut du covariant bilinéaire, ces 
multiplicités intégrales à une dimension du système S, sont. les courbes 


extrémales pour l'intégrale L) Xidts + Xad2, +... + Xndæn. Des considéra- 


tions empruntées au calcul des variations permettent de démontrer sans 


aucun calcul que le système S, est complètement intégrable (Bulletin de la 
. Société Mathématique, t. XLIV, 1916, p. 25 et dE 


| 

| 
A 
À 
C4 
1 


le 
l 
| 
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Le système S; est complètement intégrable. 
Si ce. système comprend r équations linéairement indépendantes, 
ces r équations sont équivalentes à un système de la forme 


fi D: df, 6.7, die 


ir …, fr étant r fonctions distinctes des variables be is La 
Le théorème est évidemment exact si À n’est pas nul, car le 
système S, est équivalent aux n équations 


== 0: 


te; Din à Re dx 


0 


“+ 


Ilest vrai aussi si le système S, ne contient que 7 — 1 équations 


Hinéairement distinctes ; ces équations forment alors un système de 


n — 1 équations différentielles ordinaires et admettent par consé- 
quent n — 1 combinaisons intégrables distinctes 


dfi=0, df;—=o0, .,., df,_; —0o. 


Prenons le cas où le système S, ne contient que r équations 
linéairement distinctes (r <[ n — 1). Adjoignons à ces r équations 
un système de nr — r — 1 équations linéaires 


Andx, cr + AindX£r — LL PRE — 1,2, ..., nr 7 1), 


dont les coefficients sont des fonctions des variables x;, choisies de 
façon. à former avec les r équations de S, un système de n — 1 
équations différentielles ordinaires distinctes. L'intégration de 
ce système donne une famille de multiplicités intégrales à une 
dimension du système S: dépendant dense constantes arbitrai- 
res. Soient | 


Nr C,, fs nes PEN na NE 


l'intégrale générale de ce système auxiliaire, Imaginons maiïnte- 
nant que l’on fasse un changement de variables, en prenant un 
- nouveau système de variables (y,, y,, .…., y,) où y, = f,, y, =f;, 
…., Ya = fna a dernière variable y, restant arbitraire, à 
condition de former avec y,, Ys, .…., y,_, un système de n variables 
indépendantes. Par ce changement de variables, la forme donnéew 


est remplacée par une nouvelle forme D Yidyi, où l’on peut tou- 


U 
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jours supposer que le coefficient Y, a l’une des valeurs géro ou un. 
En effet, si Y, n’est pas nul, on peut écrire 


aU :aU 
et si l’on a pris U à la place de y, pour la dernière variable indé- 
pendante, la forme w devient, après le changement de variables, 


OUEN dE 2 NS dy PE dy. 


Quant au système S,, il est remplacé par le système S,(), qui 
doit être vérifié quand on y faity, —=C,,.….,y,_; —=C,_;, y,étantune 
variable indépendante, quelles que soient les constantes C,, C,, . 


7, 6,1. On a-donc 6} = 0 pour toutes les valeurs de 


ñ | | 

l'indice z, et les coefficients Y; sont indépendants de la variable y,.. 
Le système S,(4) se compose donc de n — 1 équations où ne figu- 
rent que les na — 1 variables y,, y,, ..., y, 1, 


(22) bidy, sou bi dun à — 0 (a — 1,2, .., n — 1), 


. et nous avons avons remplacé un système de r équations à 7 varia- 
bles par un système équivalent de r équations à » — 1 variables 


seulement. Sir —n —2, le nouveau. système est complètement 
intégrable, et par suite il en est de même du premier. Sir n— >, 
le nouveau système (22) se déduit de la forme de Pfaff a n — x 
variables Y,dy, + . . + Y,_,dy,_, de la même façon queS, se - 
déduit de la forme primitive. On pourra donc recommencer la 
même transformation sur le système (22), et ainsi de suite. Il est 
clair qu’on finira par obtenir un système équivalent à S, de r équa- 
tions à r + 1 variables, c’est-à-dire un système complètement inté- 
grable. La proposition énoncée est donc établie. | 
Cela étant, imaginons que l’on fasse un changement de varia- 
bles de façon que dy, — 0, ..., dyr — o soient précisément 
r combinaisons intégrables distinctes du système S,(t). Ce système 
devant être vérifié quand on y remplace dys, …, dyr par 
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si l’un des indices #, £ est supérieur à r. Ces relations prouvent en 
particulier que, si l’on regarde y,, y:, ..., yr Comme des paramè- 
tres, l'expression 


Yrt4dyr+1 + + YrdYn 


* est la différentielle totale d’une fonction U des variables yr44, .…., Yn; 
et l’on peut écrire 


Yr11dyr+4 ei EE æ Yndyn = dU — ee dy RE ve ie S dur). 


La fonction U est distincte des r variables y,, .…., ÿr, à moins 
que Ÿ;41, ..., Y, ne soient nuls, et dans ce cas on peut supposer 
U — o. Dans tout autre cas, on peut prendre U pour la nouvelle 
variable y,+1. Les nouvelles variables étant choisies de cette façon, 
on voit que w() a l’une des deux formes 


Ydy, +. + Yrdyr, Yidy, +... + Yrdyr + dyr41. 


La condition b;; —0, où l’on suppose 4 >r, devient alors 
Y | 
dYk 
variables y,, y:, .…, yr. Pour que le système S,() relatif à la 


— o et prouve que les coefficients Y ne dépendent que des 


forme w{t) soit équivalent aux r équations 
dy: —= O, ….) dyr — O0, 


il faut en outre que le déterminant. 


DS Mate ne 

à AR MAR Ou re 
dE 

br Dys ... Dis 


soit différent de zéro, ce qui exige que r soit un nombre pair, 
r — 2p; résultat que l’on aurait pu prévoir «a priori d’après les 
propriétés des mineurs d’un déterminant symétrique gauche. 

En résumé, le système S, se compose toujours d’un nombre 
pair 2p d'équations linéairement distinctes ; si l’on a pris un nou- 
veau système de variables (y,, ..…, ÿn de façon que y,, .…, y+, soient 
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2p intégrales distinctes de Dee w peut être ramenée à l'une des 


deux formes 


1e) ne te LA de da 
QU). Yadys + =. + LEUVPS 
1 ATSR PE © Yep n6 dépendant que des variables 41, Us 5e Haye 


On aura le nombre 2p en cherchant l'ordre des premiers mineurs 
de À qui ne sont pas nuls. Quant au système complet qui détermine 


les intégrales de S,, on pourra l'obtenir en écrivant ee Re da | 


* 


df= a dr, + + êl dr, —0. 


est une combinaison linéaire des Re e système "A c'est- 


à-dire en égalant à zéro tous les FOR d'ordre 2p+ 1 


_déduits du tableau : Pare HOT ie 


Dit TE Fe n 
| Page Pa dre à MSA : 
nr * k É es RUE 
Ca Alpe DA Re Zyn 
DEF FFE 
22 HS NOTE ET 


Le système $,, ou le système complet équivalent, ne sont pas 
d’ ailleurs des systèmes différentiels Jane comme nous le 


| verrons plus tard: 


Pour reconnaître à laquelle des deux formes (E) ou (IT) on . 
ramener v, il suffit d'observer que, dans le premier cas, l'équation 
w(1) — 0 est distincte des équations du système SU), tandis que, 


pour la forme (Il), «1 — 6 est une conséquence des équations de 


S,4). La forme donnée w pourra donc être ramenée à 


dans ce cas seulement. On aura la forme (I) si tous les détermi- 
nants d'ordre 2p + 1 | déduits du tableau | 


Des 7 LS Net é, 
ee RE 7 A De Te 
(T;) I PR be LE CR ER SRTT 
PRIE PUS NP CEA à 2 | 
Xi X, DANTE 


à la forme (IL), 
si l'équation w —0 est une conséquence des équations de S:, et 


1 
4 PRET TAN] A, Lai fi 
PTE NA tés r 


s’ 


% 


f- 4 
| at à 
CRDP ANNEES UE 


dt 4 , 
* 
C 
dieu ‘i 
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ne sont pas nuls à la fois, et la forme (I) si tous ces déterminants 
sont nuls. 


6. Le système S:. Classe d’une forme de Pfaff. — Les 


éléments linéaires singuliers, qui sont en même temps des éléments 
intégraux, véritient les équations du systèmes,, | 


audx, RE Eden" Os (ÈS EL n), 


Pe X,dx, +... + Xndn = 0 


or on obtienten cdfotsnant au système $, l'équation w— 0. Il est 


clair que ce système $, est lui-même un covariant de la forme w 
relativement à tout changement de variables. 


Si l'équation w — 0 est une conséquence des équations de S,, le 


système 5, est identique à $,. Si l'équation w — o est distincte des 


équations de S,, le système S, comprend 2p + 1 équations distinc- : 


tes. Supposons w ramenée à la forme (I) ; après ce changement de 
variables, S, est remplacé par le système 

| dy —9, Ya 0) 
tandis que le système S, devient 6 | Si 

dy, =0, dy;—=0, Es == 0, dapss = 0: 


Le système S, est donc lui-même complètement intégrable. On 
voit de plus, d’après les calculs du paragraphe précédent, que, s’il 
n’est pas identique au système S,, on obtiendra la dernière inté- 
grale de ce système Par une GHagr ane quand on aura ESTE 
le systèmes. 

Soit c le nombre des intégrales distinctes du système S2, c'est-à- 
dire 18 nombre des équations linéairement distinctes de ce sys- 
tème ; ce nombre c s'appelle la c/asse (1) de la forme de Pfaff w. Ce 
nombre c est égal au nombre minimum de variables au moyen 
desquelles puisse s’exprimer w par un changement de variables 
convenable (2?) .Nous avons démontré au paragraphe précédent que 


si S: contient 2p, où 2p + 1 équations distinctes, la forme peut 


être ramenée à la forme (1) ou à la forme (Il). Dans les deux cas, 
l'expression ainsi obtenue pour w ne dépend que de c variables. On 


(‘) Cette expression a été introduite par Frobenius, 
(?} On dit qu’une variable figure dans une forme de Pfaff si elle figure sous 
le signe d ou dans l’un des coefficients. 
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ne peut pas obtenir pour w une autre expression où figurent 


moins de c variables ; supposons en effet que, par un changement 


de variables convenable, w prenne la forme 
= Z,d2, + ... + Zçdzy, 

le nombre q étant inférieur à c, et les coefficients Z; ne pe 
dant que des q variables 2,, 2,, ..., 54. Il est clair que le système 
S:4) correspondant à w(ÿ ne peut renfermer plus de g relations 
linéairement distinctes, puisqu'il ne renferme que q différentielles 
dz,, …, dgg. N ne peut donc être équivalent au système S, qui, par 
hypothèse, renferme € >> q équations distinctes. : 

Le même raisonnement prouve que si, par un moyen quelcon- 
que, on a obtenu pour w une expression où ne figurent que c varia- 
bles, ces € variables sont des intégrales du systèmeS,. On peut donc, 
d’une infinité de façons, trouver des expressions de w où ne figurent 


que c variables, mais on déduit toutes ces expressions de l’une 


d’elles par un changement d’un système de c variables en un nou- 
veau système de c variables. Par la suite, nous dirons que toute 
intégrale du système S, est une variable TA 

Pour obtenir la classe d’une forme de Pfaff,: lil suffit, d’après 
cela, de chercher le nombre des équations distinctes de $,, c’est-à- 
dire l’ordre des déterminants du tableau T,, de l’ordre le plus 
élevé, qui ne sont pas nuls. | 


Soit w une forme d'ordre pair n = 2p. Si les coefficients X; sont 
des fonctions quelconques des variables indépendantes, le déter- _ 


minant À ne sera pas nul, et par suite la classe sera égale à 2p. On 
voit de lamême façon que, pour une forme à un nombre i impair de 
variables et à coefficients quelconques, la classe est égale au nom- 
bre des variables. Nous appellerons, dans la suite, forme ordi- 
naire toute forme dont la classe est égale au nombre des variables 
qui y figurent, forme exceptionnelle toute forme dont la classe est 
inférieure au nombre des variables qui y figurent. Connaissant la 
parité de la classe d’üne forme, il est facile d’avoir une limite du 
nombre p au moyen du nombre n des variables. Si la classe est 


paire, on a 2p n et, par suite, p < _ . Si ‘la ‘classe est 


TI 
2 à 


impaire, On à 2p + 1 LA, OU p K 
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7. Les systèmes S, et S,. — On obtient deux nouveaux SyS- 
tèmes différentiels associés à une forme de Pfaff en procédant 
comme il suit. Pour qu’un élément linéaire (dx,, dæx,, ..., dx,) | 
soit en involution avec tous les éléments linéaires intégraux issus 1 
du même point, il faut etil suffit que l'équation . DR Po 


ñn ee | pe 
Æ s (andxs + aixds FA SF aNdEn)PAT 0 


ere 


soit une conséquence de l'équation 


n ; 4h | 

w (5) — js X dx; — 0, UE 

* D ed 

GET à 

c'est-à-dire que dx,, dx,, .…, dæn vérifient les relations à 
n 


S aude: —- GyodXL + ne + CindEn D AOEES 
RÉ ANENS HTVN Ge RA ANT | | VUE 


tu 


Sin aindæ&i + … eu aindtn __ RAT Hi 

X; ’ ‘1 

t étant une variable auxiliaire, A OSItR uniquement pour facili- à “8 
ter le raisonnement. | A #4 
Ce nouveau système S, qui est évidemment, d’après sa sigm- “10 
fication, un covariant de la forme w, est identique au système de se 
Pfaff déjà signalé plus haut (n° 2). ù 3s 
Enfin les éléments linéaires zntégraux en involution avec tous 45 hp. 
les autres éléments linéaires zntégraux issus du même point véri- 0 
fient un nouveau système d'équations S$,, que l’on obtient en adjoi- #1 
gnant à 5, l équation w — 0 ; c’est le système care ris aee C’est 42 
aussi un système covariant de la forme w. | LP TMS 
Les quatre systèmes S,, S,, S:, S, se réduisent toujours à deux ‘50 
systèmes distincts seulement. ss 
Ecrivons le système S,, en chassant les dénominateurs, 5 
RS CARE EN TO E dhadns XML ESS 24e LOS . | “24 
deux hy pothèses sont à examiner : | se | | 40 
Ter Heu — On peut satisfaire aux équations précédentes, sans Bi F 
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supposer dt — 0. En d’autres termes, on peut trouver au moins un 


système de solutions des équations 


ai Es dk + ot GinÂn 0. | (c == 25 0 n). 
On en déduit ” 
S'xdai= Yann + ai +... + ain) 
i ë. 


— — 4 D aida; — À? > AoidXi — ..: — du D Grid, 
i i | ba 


de sorte que, dans ce cas, l'équation w — 0 est une conséquence des 
équations du système S,. Réciproquement, si l'on a une identité de 


la forme | 
D Xdr, = Si ua (Grid LS om) 
i he 
on en déduit ; 
| Xi = padi + ... + UnAni, 


et l’on satisfait aux équations de S, en posant Le — — Up. 


Supposons donc que w soit de classe 2p ; alors S, est identique 
à S,, et S, est identique à S,. Des équations de S;, 


dTn 
a A + . +an = Xi, 


on tire en effet 


. di FdER Vo ci 
< di 25 dt. DT 


. OÙ 


| dei. dæk di 
DE Pin 
: OMS EE x dt 
LR PM 
Mais le premier membre de cette équation est identiquement . 
nul, d’après les relations Gik + An —0. L’équation w — 0 est 
donc une conséquence des équations de SRE | + 
2e Cas. — Si w — 0 n’est pas une conséquence du système S,,on 
ne peut satisfaire aux équations S, qu'en posant di 0; 54.6st 


identique à S,, et S4 à 52. 
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En résumé, si w est de classe paire, S, est identique à S,, ets, 
à S,. St w est de classe impaire, S, est identique à S, et S, à S. 
Les systèmes S, et S, sont toujours distincts, ainsi que S et 54. 

Le système S,; est complètement intégrable. W suffit de le 
démontrer pour une forme de classe us or si l’on suppose w 
ramenée à la forme 


Y,dy: + ... + Yon dY op 


le système S, contient seulement 2p — 1 équations distinctes indé- 
pendantes de £ (t), 


budys + .. + bsopdyey Le. A Dapadya + . +. + Vep,spdy2p 
DOREET PASSAT Yep : 
avec 2p variables, et la proposition est évidente. Nous voyons en 
même temps que le système $S, contient une équation de moins 
que S,, et toutes les intégrales de S, sont aussi des intégrales de 
S,. Ces conclusions sont exactes aussi pour une forme de classe 
impaire, puisque dans ce cas S, est identique à S,. 
Dans le cas où west de classe 2p + 1, nous avons vu plus oué 


que si l’on a intégré S, (qui est identique à S.), il suffit d’une 
quadrature pour achever l'intégration de S,. 


Supposons maintenant que w soit de classe 2p, et que l’on ait 
obtenu les 2p — 1 intégrales des équations S,, qui sont indépen- 
dantes de la variable auxiliaire {. Faisons encore un changement 
de variables de façon que ces 2p — 1 intégrales soient précisément 
Yas as es Yap—as soit 


UV, dy, +... LV dy FN UE Yoda, 
la nouvelle expression de w après cette transformation. | 
Le système S,4) correspondant doit être équivalent au système 
4ÿj = 0. x TS 0, 
en faisant abstraction de la variable auxiliaire {. Ce système S,4) 
doit donc être vérifié, quels que soient dy,,, …, dy,, quand on fait 
dy, =0, ..., dy,,_, —0. De plus, puisque dans ce cas S, est iden- 


(1) Ces équations sont distinctes, car le PE EN des bix n’est pas nul, 
puisque w est de classe 2p, 


L 4 


exemple, et écrire 
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tique à se l'équation ol! — 0 doit être une conséquence des équa- 


tions dy —0, :.., dy 10 Ce qui exige que l’on ait Y,,—0, 
Y,—0o. Les conditions u 


a +... + bindyn _ bkapdyop +... Æbkndyn |: 7. SR 
= (Rise 2DErt) 


Hé cent être vérifiées quelles que soient les valeurs de dYops NUS 
on doit avoir, pour toutes les valeurs de l'indice À supérieures 
à DT, 
bin __ Okh 1 OYi 1 OYk 
ee To 
Ces relations expriment que le rapport de deux quelconques des 
coefficients Yi, ..., Y,,_1 eSt indépendant de Y5p» +, Yu 
La forme wlt) peut donc s’écrire encore, en changeant un peu les 


notations, 


œûi) — == = KM dy: +. + RARE 


D D DRE PE NEO) dépendant que de Yi, Y2s «+. Yap-a 

Le facteur K ne peut être une fonction des variables YasY2 es Yopa 
seulement, car alors « serait de classe 2p — + et non de classe 2p. 
On peut donc prendre ce facteur K pour la variable Jon Par. 


\ 


lei) TE: Yo (Midy: dre Yand op): 


Les Are du système S, sont évidemment Yi, +, Yoy-1r Yap 
et l’on voit que, dans le cas d’une forme de classe pare, D intégra- 
tion du système S, s'achève sans aucune. quadrature quand on a 


intégré le système S3. | | | | 
: à \ 
REMARQUE I. — Etant donnée une forme de Pfaff w, soit Q la. Ftene 
auxiliaire | 


A — a A) kr rs 


où Ln+1 est une variable are des variables Las its En quifiguz 
rent dans w. Le covariant bilinéaire Q! a pour expression 


Q = Xn410! + Sert dtn+1(Xi024 +... + XndŒn). 
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Le système analogue à S2 pour la forme auxiliaire Q est donc le sui- 
vant 


Ln+41(audx, + ... + aind£n) — Xid£n41 = 0, 
(29) DOTE EE RES PR OT FR 
ÉLUS 0: (ST 


et se compose par conséquent du système S: auquel on aurait adjoint 
l'équation dæn+11— 0. La classe de Q est donc supérieure d’une unité 


_à la classe de w, ce qui paraissait évident a priort. 


Les équations du système X3, analogue à S3, pour la forme A, Aer 
de même 


Xi 
Ln+1 


(25) audxs +... + aind£n — 9, (1=1,2,...,n); 


et on en déduit, par une DRE IRER facile, 


(23) Ÿ (ads +. + +andæ)) FN RL a 
F | Pn+1 
Cela posé, nous avons à distinguer deux cas, suivant la parité de la 
classe de w. Si w est de classe impaire, on ne seu satisfaire aux équa- 
tions de (E à} qu’en posant Q —.0, aud£i H\... + aind£n = 0; le Sys- 
tème >; s'obtient en adjoignant l'équation. fe — 0 aux équations de S3. 
Si w est de classe paire, on peut satisfaire aux équations de X; sans 
supposer Q — o, alors la relation précédente (23) donne w = 0, et le 
système 3, se réduit alors au systèmé S: ; 
: 

GX + ... + aind£n _ d£n+1 

| Xi 4 FRE 


t 


RE le 


\ 


dEnt4 à 
Ln+1 
tème admet, outre les 2p—1 intégrales indépendantes de Æn+1, une 
autre intégrale où figure Zn+1. 


où l’on a écrit le dernier rapport Lai la place de dt. Ce sys- 


REMARQUE IT. — On a remarqué aussi que les systèmes $S, et $, 
sont toujours distincts : le premier S; se compose d'un nombre pair 
d'équations, tandis que S, renferme un nombre impair d'équations 


_ linéairement distinctes. Il est évident, d’après la signification même du 


système S,, que ce système ne change pas quand on multiplie la 
forme w par un facteur quelconque K, comme on peut s’en assurer par 
un calcul direct. Nous avons fait remarquer, en effet (page 20), que 
deux éléments linéaires intégraux en involution de » = o sont aussi 
des éléments linéaires intégraux en involution de l’équation Kw — 0. 


us, 


ER 
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REMARQUE IT. — On peut opérer: comme il suit pour avoir l’ordre du 
système S, : 


‘ads —+- se + aindEn 2 = anidX: + ; me On, n1dEn—1 
X: e ie 


X\dæi + ... HAN REA 


Si on égale les premiers rapports à di, il faudra chercher le OMIS 
des équations RUE distinctes du système 


and + ... + Gind£n — Xidt = 0, (Le sen) 
X\dæ + . © + XML 0, 
GED. SD di sont regardés comme les inconnues, et diminuer ce 


nombre res unité. Cela revient à chercher l’ordre des premiers 
mineurs du déterminant SHOP tERS gauche 


,@y1 os ...s ins — X: 

PT LTÉE 3 Ans AA Xe 
He 

Ont An2s .. Onns — Xy 

As, 


219 ns 0 


Le ne sont pas nuls, et à diminuer ce nombre d’une unité. 

L'ordre des premiers mineurs de H qui ne sont pas nuls étant tou- 
Jours pair, on voit bien que l’ordre de S, est toujours un nombre 
impair. 


“ » d # 


8. Formes de classe 2 et de classe 3. — Si une forme w est : 


de’classe un, le covariant bilinéaire doit être nul identiquement, 
puisque le système S, contient toujours un nombre pair d’équa- 
‘tions linéairement distinctes ; © est donc une différentielle exacte 
df, et, si l’on a pris pour la variable y, par exemple, on a w — dy,. 
Si w est de classe deux, le système $, ne contient que deux équa- 
tions distinctes et l'équation w—oest une conséquence de celles-là. 
Il s'ensuit que tous les déterminants du troisième ordre déduits du 


tableau (T,) doivent être nuls. Si l’on prend en particulier tous les 


déterminants du troisième ordre que l’on déduit de ce tableau en 
associant la dernière digne à deux autres lignes quelconques, on 
retrouve les conditions de la Does 127 des Leçons sur r les équations 
de premier ordre. 


FA + Sé + XxGhi — 0, 
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qui expriment que l'équation w — o est complètement intégrable. 
Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes pour que w soit de classe 2, 
car les équations du système S, se réduisent à deux équations 
distinctes, et l’on peut évidemment prendre l'équation w — 0 pour 
l'une d’elles. | | 

L'intégration de l'équation w — o permet de ramener cette équa- 
tion à la forme canonique y,dy:, et cette intégration par la méthode 
de Mayer exige une opération 1. 

Quel que soit le nombre des variables indépendantes, on peut 
aussi employer la méthode de J. Bertrand. Soient en effet y, et y, 
deux intégrales distinctes du système S, ; on a démontré que l’on 
peut, par un changement de variables, mettre » sous la forme 
Yady, + Yody», ou Y, et Y, ne renferment que y, et y», et il suffira 
d’ DIRETEE ensuite l'équation différentielle 


Yidy: +- Y,dy, = O, 


pour mettre enfin « sous la forme canonique w,dui. 

Cette méthode exige les opérations 2, 1 et 1. Elle semble donc 
plus compliquée que la première, mais il est à remarquer qu’elle 
n’introduit aucune difficulté étrangère au problème. En effet, si 
l’on a intégré l’équation w = 0, il suffit d’un changement de varia- 
bles pour ramener « à une forme canonique y,dy,, et on a immé- 
diatement l'intégrale générale y; — C1, y, = C, du système S. 

Prenons enfin une forme « de classe 3. Le système S; se compose 
de deux équations et le système S,de trois équations. Si l’on prend 
pour variables nouvelles y,, y, deux intégrales distinctes de Si, 
prend la nouvelle forme 


9) — Y,dy; 2e Y:dy 4% da 
V3 étant une variable distincte des deux premières qui s'obtient 
par une quadrature (n° 5), et Y,, ŸY, ne dépendant que de y1, ÿe. 
L'intégration de l'équation du premier ordre Y,dy, + Y,dy, —0 
permet enfin de ramener w à la forme réduite 
2,42, + dy, 
Faure Ys étant trois fonctions distinctes des variables Vi: Cette 


méthode de réduction exige les opérations 2, 1, une quadrature et 
une autre opération 1. 


PR VU TE GET Te PRET OT CON PR SONORE EEE EN Te FAT FRET EME ET 


NÉE NS } 
î PT VOL EE à ie CAT AUCEREU 
« CH 
ee j Re ? M ON 2e À “3 Rat 


Pen te ele: < 
si 


LE 
Ar * 
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Prenons par exemple une forme à trois variables x,, SEAT ET 
le covariant bilinéaire est identiquement nul, si l’on a à la fois 


2X1 DRAP nroXS 2X3_ ,. 0X3 - OX: 
NDS NO Tr br AT Ve M Den Ro 


et w est dors de classe. UD, © — dy. Si fs covariant bilinéaire n "est 
pas nul, le système S, se compose des deux équations 


DE $ d£e | ds : 
TE ——— ——— 

dX2 2X3 dX3 oX, 2X FER 2X; l 
T3 : da dLy  dXz DL Ve de | 


tk 


pour que w soit de classe deux, il faut.et il suffit que l'équation 
w — © soit une conséquence des relations précédentes, c est-à-dire 


que l’on ait 
CR — ) PK (ue — = Lx 
dT3 Le dL1 : dL3 

Nous retrouvons la condition classique d'intégrabilité. . 

Prenons le cas général où » est de classe trois, et supposons que % 
l'on ait obtenu une intégrale particulière du système S,. On peut 
faire un changement de variables tel que, pour la nouvelle forme 
o = Y,dy, + Y,dya + Y:dy:, y, soit une intégrale particulière du 
système correspondant S,- Il faut pour cela que l’on ait, 


ES 
Ja, Dr) 


C2 CRM CE nt 
.. | 0ys y»? 
en posant | 


u = fra E Y,0m: 


on peut encore écrire 


AO =} Cr —à) rues —= du + dy. 
Cette méthode, qui sera étendue plus loin à une forme quelcon- 
que de classe trois, exige seulement une opération 2 et une qua 
drature. 
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9. Formes canoniques. — Les résultats des paragraphes 
précédents peuvent être résumés comme il suit : | 

1° Etant donnée une forme de Pfaff » de classe 2p + 1, on peut 
la ramener à la forme | 


Dopei = Mon À or 


w,, étant une forme de classe 2p, où figurent seulement 2p varia- 
bles, et la variable ,,,, ne figurant pas dans w,,. Cette réduction 
exige l'intégration du système S,, puis un changement de varia- 
bles où l’on prend 2p intégrales distinctes de S, parmi les nou- 
velles variables. Ces 2p variables sont celles qui figurent dans w,,,. 
Quant à w,,,,, on la détermine par une quadrature, et cette fonc- 
tion n’est pas complètement déterminée, car on peut lui ajouter 
une fonction arbitraire des 2p variables qui figurent dans W2pr À 
condition de modifier en même temps les coefficients de cette 
forme. | | | | 

20 Une forme » de classe 2p peut être mise sous la forme : 
J 


Hop ee Up Oop1 


Sp 1 étant une forme de classe 2p — 1 où figurent seulement 


>p — 1 variables, et la variable w:, ne figürant'pas dans w,,:,.Cette 


réduction exige l'intégration du système S,, puis un changement 


de variables où l’on prend 2p — 1 intégrales distinctes de $S, 
parmi les variables nouvelles. | 
Le coefficient z,, se détermine sans aucune quadrature, eton peut 
multiplier ce coefficient par une fonction arbitraire des variables 
quÀ figurent dans PEN I. condition de modifier en même temps 
les coefficients de cette forme. | | 
IL est facile de déduire de ces propositions l'existence d’une 
forme canonique pour une expression ce Pfaff. Supposons, pour 
fixer les idées, que » soit de la classe 2p + 1 ; après une première 
transformation, nous pouvons écrire | 
D = O9p + DATE : 


la forme »,, de classe paire peut à son tour s'écrire 


Dop — U2pWop 1) 


42 LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


%ep_ étant une forme de classe 2p— 1 où figurent 2p— 1 variables 
seulement. En continuant ainsi, on à une suite d'égalités 


Dept1— 9 Gi de Hess Dop — Urp@op_ 4» 
W9r+i—= op + dort, Gor — Usrowor_, 
n3 = Go en du, Do = Uow,, 

Di —= du, ; 


ep Oops +++, O3 m9, w4 SOnt des formes de classe marquée par 
l'indice, et, d’après la façon même dont on obtient ces égalités, les 
variables #,,,,, u,,, ……., u, sont indépendantes, puisque la varia- 
ble u; ne figure dans aucune des formes d'indice inférieur à &. 
En éliminant w,, 2 +, W9, Entre ces relations, on obtient pour 
2 » 
%p41 l'eXpression 


Dap+i — us GE Up, 
: TT Upllop-o dns +. + Usy +. Ua, 
ou, plus simplement, en changeant de notations, 
Op Zidy me A N/A CPE 4 dy, + CORNE 
OAI apars Det EE eue £, formant un système de 2p + 1 fonc- 
tions distinctes des variables primitives. 


On verrait de la même façon qu'une forme de classe paire Ven 

peut être ramenée à la forme canonique. | 
Ven = £ydy1 + SOUTIEN AE Zp0Y ps | 
Hire Ypr Bis ee, 5, formant un système de 2p variables distinctes. 

Les résultats démontrés plus haut (n° 2) se trouvent ainsi éta- 
blis de nouveau. et d’une façon beaucoup plus complète. 

Nous avons vu déjà comment on peut déterminer la classe d’une 
forme, et par suite le type auquel elle peut être ramenée. La démons- 
tration précédente donne en même temps le moyen, au moins en 
théorie, d’effectuer la réduction, par des intégrations successives 
de systèmes complets et des changements de variables. Remar- 
quons que toutes les formes successives que l’on rencontre, à partir 
de la seconde, sont des formes ordinaires, dont la classe est égale 
au nombre des variables qui y figurent. 
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Puisque deux formes de même classe peuvent être ramenées à 
une même forme canonique, on peut toujours passer de l’une à 
l’autre par un changement de variables. Le seul invariant d'une 
forme de Pfaff, vis-à-vis du groupe des transformations ponc- 
tuelles les plus générales, est la classe de cette forme. 

Les propriétés des systèmes S,, S,, S;; S, deviennent intui- 
tives sur les formes canoniques. Pour une forme canonique d'ordre 
impair, On à 


D'opss = AEÔY, — FL ECN ARE PAU LA D PE POS 70e PRO 
: les systèmes $, et S, sont formés des 2p équations 


0 PRET PEER ET 


dy; = 0,1%. dy 


? 


Les systèmes S; etS, s’obtiennent en adjoignant aux précédentes 
’/ . Et DE : 
l'équation dyspy4 = 0 

Dans le cas d’une forme canonique d'ordre pair, w’,, a la même 
expression que tout à l'heure ; S, et S, sont formés des 2p équa- 


tions. 
dy; —0;, Ron TRr D'RRCRE de — O0, 6. 0t, —0; 
tandis que S, et S, sont formés des 2 p — 1 équations 
us are Ag d£9 ne Le d£y 
HT = aE ST io, FAR RL Er 


ur LRO QE 15 
et admettent les 2p — 1 intégrales y1, y», ..., y, …. pu 
Z1 


ExemPe I. — Soit 
0 = Lilas + LiledR3 + (Li + Laits) dt, + Lst,das. 
Les équations du système S, se réduisent à quatre 
dis = 0; dis —=0, dis E dt, =0,, MA; + re) =D; 


et w — oen est une conséquence. La classe est donc égale à 4. 
Le système S; se compose des trois équations 


das __ ds __ Let — xdx, — x,dxy 


LCsdLe + LdLs3 + dx, =0,: , 
LA La > T1iL9 


- » . . L 14 ES 2 : 
et on voit facilement trois intégrales 3. > Lal3 + Lys Lily. 
| T; | 


a 
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Posons = y;, tels + Ty yo, Ads = y:, et prenons un nouveau 
TL } | RÉ | , 


système de variables æ1, Ta) Yis Ye, Ya 3 © devient 


wo = Xi (dy, 2 yidys). 


Comme on le savait «@ priori, la forme dy + yidys est de troisième 
classe, mais il est inutile de continuer le calcul, puisque cette forme 


est canonique. En revenant aux premières variables, on PRnEn l’expres- 
- Sion facile à vérifier | 


o Lit (T4 + Lets) + Lsd(Lis). 
Exempce IL. — Soit j 
Een Tedt; + L3dTe +- Æid Da. 


La Das est érois, et le système de Pfaff se compose des deux équa- 
tions 


d(ts— 2) _ d(tr-- 21) _ d(an — 73) 
| Le nues 4 


? 


d’où l on tire les intégrales La Li = Yo T3 — Li — Ys. 


Si on prend LA; Y2, ys pour variables, il vient en effet 
3 . N'a 
® — = 4[ a + + y] De ESS 
 Exemece IL — Soit 


© — Ts, + FER es + Ladx, + Lidas. - 
La classe et cing, et le système S3 Hibne: les quatre intégrales 
Pr AE Ya TR ME Vs WE Li Yy Lys Di = Ye 
Si l’on exprime w au moyen de Lys Y2s Y3 Ya Ys, On trouve 
| 5 | é PE 
RE ® = ue at + Ai (ya + Ys + Ya + yo) | TE Yadys + ysdye + ysdys. 
La Tor 


(1) = yedys qu ysdys + yidys est de Gisee quatre, 


et l’on va voir, à l'exemple suivant, comment on la ramène à une forme : 
ro LE 


; | Exempre IV. — Soit 


; où — té + Leds + 'asdrs. . 
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OT (a) O 


PE O——"] D" 


Le déterminant À — est différent de zéro. 


Ti NO t 
0 * 0 NON 


Le système S, est 


ETAT STR als NUQUE ÉPPÉSUGRT 2 
() LPS Le ME 

on en tire les intégrales 

4 


RE d'EUDRES L1 (3 É7ISNE On 
my, ae ys 214 T4 


en prenant les nouvelles variables 71, Y2, V3, Æy, On a : 


_ a _ aa 
HA yse y2 2 pat T4 < re: y2s LI tes yse ye à 
Ya ; 
et « devient 
| _æ 
m=yse Ÿ (or es dys 
y2 
_ ai | ; a 
+ yse # \dys PAP NES eReu trs Lyc da 
| Han AP SAUT 115 ROME 
_æ _m. _æ 
2e Use NU Ua t Vie LA dus yre nie? (ay: + Hu dy), 
| L Va 


ce qu’on peut écrire 2»dYyo + ZadYs, £o, 53, Ya, Ya formant un système. 


3 


de quatre fonctions distinctes. 


10. Formation des systèmes de Pfaff successifs. — ka 
méthode de réduction précédente exige l'intégration successive des 
systèmes de Pfaff associés aux formes intermédiaires que l'on 
rencontre dans la réduction. En utilisant la classification des inté- 


srales due à Cauchy, G. Darboux (t) a montré que l’on pouvait. 


écrire ces systèmes de Pfaff successifs d'avant d’avoir effectué 


‘aucune intégration, pourvu que l’on choisisse convenablement 


les nouvelles variables. Supposons, pour fixer les idées, que w soit 


une forme de classe 2p à n variables æ,, x,, .…., æ,. Le système 


S, correspondant admet 2p — 1 intégrales distinctes ; il y a donc 


(‘) G. Dansoux. Sur le problème de Pfaff (Bulletin des Sciences Mathémati- 
ques (1882), pp. 30-34). ; 


we 
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toujours n — 2p + 1 des variables x; au moins qui ne sont pas des 
intégrales de ce système. se 

Pour fixer les notations, nous Supposerons que Las, Lopygs ve) Ly 
ne sont pas des intégrales de S,, et nous désignerons par u; l’inté- 
grale du système S, qui se réduit à æi(i — 1, 2, …., 2p— 1) quand 

r 2° 0 0 0 

on y remplace x,, par 2°, Lopxs Par & 2p+4 + D, par æ°,, do, 
L'opris es L°, étant un système de constantes numériques. Si l’on 


prend pour nouvelles variables w,, gs ces Uop_ ts Laps es Lys ON 


a vu plus haut que l’on a une identité de la forme 


Fa De D X;dx; = K [Uidu: + U,du, est Us dat 


ie 


U,, U,, …; U,,_, ne dépendant que de u,, u,, …, PRE 

Le facteur K n’est pas complètement déterminé, car on peut le 
diviser par une fonction arbitraire de u,, u,, + Ugp_ys à Condition 
de multiplier les coefficients U; par la même fonction. SEX | 

On peut profiter de cette indétermination pour supposer que ce 
facteur se réduit à l’unité quand on fait RE SE SRE ne AU 
en effet, s'il se réduit à une fonction d (us, U,, Un 41) il Suffira 
de le diviser par 4. Ce facteur K étant choisi de cette façon, faisons 
maintenant | 

Loop = L'aps ves Ln =, 

dans l'identité précédente ; .on a dæx,, — 0, .…, dx, — o et 
Ui, ..., Us, Se réduisent respectivement à æ,, Las +. Lyp_y. Cette 
identité devient donc | | 


2p- du 2p—1 : ; 

D Ai pe D aan D | bee be Ua, dos). 

1-1 | | Si | | 
On a donc 


DE: La; ..., Lop-4) — AD Lo, .……., Lop-1 5 apr ……. pe 
ou encore 


Du Ues. UE X;(US ue SÉRIE TT) Mo Vo on Lee RU | 
| ESS ES …., 2P— 1), 


soit identiquement nulle quand on y fait x,,,, — x° 
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ce qu’on peut exprimer comme il suit: La nouvelle forme w:,_;, 
obtenue après la première transformation, 


ou = dus + 22 + U,, 1004 
se déduit de la forme 
Xide + EX ds 


en y remplaçant Ti par ui G— 1,2, ..., 2p — 1), æ, par 
CPR RE 0 da LE ADS | | 

De même, siw est une forme de classe 2p + 1, le système S, 
admet 2pintégrales distinctes, et on peut supposerque &;,,,, ..., ©n 
ne sont pas des intégrales de ce système. Soit, comme tout à l'heure 
u; une intégrale du système S; se réduisant à x; pour æ,,4 = 
LA de es En Dn(b=—t1;.23 +520). 191 lon prend pour nou- 
velles variables w, Us, ..,Ua,, Æa,,,4, +, Œn, On est conduit, comme 
on l’a vu au n°5 , à une identité de la forme 


n 
2 X;dæ; = OU + U;du: Se Ce U,,du,, 


11 


Us, Us, .…, Us, ne dépendant que des variables w,, 2, ..…., ua, 

La fonction U n’est pas complètement déterminée, car on peut 
lui ajouter une fonction arbitraire de u,, ..., Uz9» à condition de 
modifier convenablement les coefficients U;, et on peut profiter de 
cette indétermination pour choisir la fonction U de façon qu’elle 

154 re Clone ne. 
rene | | 

Si l’on remplace maintenant Lag+as.-..s Tr PAT les constantes 
numériques L'yp14s +. L°n dans les deux membres de l'identité 
précédente, elle devient 


2p Ù | 2p 


à Xi(Las .. Lop , Loptts … Ln) dLi ——— à U; Li, .…. Lay) Li; 


gel 
et on en conclut comme plus haut que /a forme de Pfaff. 
Oop == U,du, + U;du; + ... 2 Us, du y 
obtenue après la première transformation, se déduit de la forme 


X,dx, + ..:+ X,,dxe, 


' rs Ÿ d 
PS er AL) VS à Er ve 7 IS SAS 1Y2 


RE TE er AL Sr 


* » s FA « ï F3 
“ : : i LIEN P Ÿ: s: 
1 mx { NS À ! de 
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en y remplaçant x, par Us ces Top PAT Ua Lot PONTS 
Tn PAT Ln. 
On verra un peu plus loin (Chap. Il, n° 48) une AV RIIEURS 


importante de cette propriété. 


l 


11. Rang d’une intégrale de S:. — Nous allons maintenant 
exposer des méthodes de réduction qui exigent beaucoup moins 
d'intégrations que la méthode générale qui précède. On peut les 
rattacher d'une façon très simple à la notion du rang d'une inté- 
grale du sy stème S:. Nous démontrerons d’abord un lemme sur les 
systèmes d'équations aux différentielles totales. Soit 


* 


(24) Andx, + A 202» STE Aindxs SO (LP T9) m) 


un système de » équations aux différentielles totales, compre- 
nant 7 équations linéairement distinctes (r < m), formant un 
système complètement intégrable. Pour que x, soit une intégrale 
de ce système, 1l faut et il suffit que les équations obtenues en 
remplaçant &, par une constante et dx, par zéro dans les équa- 
lions (24), se réduisent àr — 1 équations distinctes. 

En effet, si les équations (24) forment un système complètement 


intégrable de r équations seulement, dont æ, soit une intégrale, ce 


système est équivalent à un système de la forme 


He. ….) RARES CHR E 


et le premier membre de l’une quelconque des équations (24) est. 


une combinaison linéaire de dfi, df:, .…, dfr-4,dæ,. Ce système 
ne contient donc que r — 1 équations distinctes quand on y rempla- 
ce X, par une constante, et dx, par zéro. Inversement, si les 
équations (24)se réduisent à r — 1 équations distinctes quand on 
VB RES C'ories oi Faut évidemment que les r intégrales 
distinctes f,, .…., fr du système (24) se réduisent à r—-1 fonctions 
distinctes quand on suppose x, constant, c'est-à-dire que æ1 soit 
une fonction de ces r intégrales. 
_ Cela posé, soit w une forme de Phaff j : 


“ 
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si l’on remplace dans cette expression æ, par une constante, 


d’ailleurs quelconque, on doit remplacer dx, par zéro, et la nou-. 


velle forme de Pfaff 
MU X,:dx, +... + XhdEn, 


o ù &, est regardé comme un paramètre dans X:, …, X», peut être 
d'une classe inférieure à celle de w. Cherchons d’abord dans quels 
cas cela peut arriver. Soit c la classe de w: c’est aussi le nombre 


des équations linéairement distinctes du systèmes, 
G and, dE Minis 06 LES LS EAN | 
2 7 
X,d2, + … — X»dEn — 0. " 


La classe c() de (4) est de même égale au nombre des équations 
-linéairement distinctes du système 
ts Ak2dL»s +... + Gxnd£n = 0,7 (k—2,3,...,n), 
à X,dæ; —+ … + X En = 0; ; 


Ce nombre cl) est au moins égal à c — 2. En effet, si l’on avait 


par exemple cf) — c 
dans les équations de S>: comprendrait au plus c — 2 équations 
distinctes, puisqu'on obtient ce système en adjoignant une équation 
au système S4), Or ceci est impossible, puisque, par hypothèse, le 
système S: se compose de c équations distinctes. L’abaissement de 


la classe, quand on passe de & à ut), est donc au plus de deux 


unités. ; 

Il y a certainement un abaissement ‘de la classe si x, est une 
intégrale du système S:. Dans ce cas, en effet, d'après le lemme 
précédent, les équations obtenues en faisant dx, — 0 dans les 
équations de ce système se réduisent à c — 1 équations distinctes. 
Les équations du système S,(t), qui font partie des précédentes, 
comprennent donc au plus c— 1 équations distinctes. Pour démon- 
trer la réciproque, nous examinerons séparément les formes de 
classe impaire et les formes de classe paire. 

rer Cas. — Soit « une forme de classe 2p + 1. Le système S: 

contient 2p + 1 équations distinctes, tandis que, par hypothèse, 
le système S,(4) en contient seulement 2 p—1 ou 2p. Si S,û) ne 
contient que 2p — 1 équations distinctes, le système $,() 


(S,4)) Ak2ALs +. + GindEn = 0, (k = 2, PART R n), | 
 G. Leçons. ; LEE 


3, le système obtenu en faisant dx, — 0 . 
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qui comprend toujours un NOMREe pair d'équations linéairement 
distinctes, se réduit forcément à un système de 2p — 2 équations 
linéairement distinctes. En faisant dx, — 0 dans les équations de 
S,, le système obtenu contiendra donc moins de 2p équations, et 
par suite x, est une intégrale du système S,. Inversement, si FL 
est une intégrale de $,, le système S,(1), qui contient moins de 2p 
équations distrnctes, en renferme D ytRE et le système S,() en 
contient EX cr 1 | ; ; 
Supposons en second lieu que le système S,{) contienne 2pDA 
équations distinctes ; le système S,() en contiendra lui-même 2. 
La forme 1) étant de classe paire, la dernière équation de S, (0 est 
une conséquence des équations de S,(t). Il en est de même de 
l'équation s 


L 3 


Ze + .., + AindEn = ©. 


En effet, puisque les formes linéaires Ai ÎL3 +... + Gindn, 
où >> 1, sont des combinaisons linéaires de 2p d’entre elles, les 
formes linéaires and; + axdx> + …. + Gind£n, Où t > 1, com- 
prennent au moins 2p formes linéairement distinctes ; elles ne 
peuvent en contenir davantage, puisque le système S, ne comprend | 
- que 2p formes linéairement distinctes. Il en résulte que l'équation 


est une conséquence des n° à ‘dernières équations de Bi NES 
. comme elle ne contient pas dx,, elle est une conséquence des 
équations de S,4), Le système obtenu en faisant dx, — o dans les 
équations de S, se réduit donc à 2p équations, et par suite x, est 
une intégrale de S,, mais ce n’est pas une intégrale de S,, comme 
on vient de le voir. Dans le cas actuel, S, est identique : à S;, et on 
peut énoncer la proposition suivante : 

Etant donnée une formé w de classe 2p + 1, pour que la classe 
de la forme «), déduite de w en y remplaçant x, par une con- 
stante quelconque, soit inférieure à 2 p + 1, il faut et il suffit 
que x, soit une intégrale du système … St x, est une intégrale 
de S, sans être une intégrale de S,, wi) est de classe 2p ; si æ, est 
une intégrale de S3, wlt) est de classe 2p — 1. | 
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2e Cas. — Soit w —= X,dx, + … + X,dx, une forme de classe 
2p, et supposons que la forme | | 


æ 


ut) = X,dx, + … + X,dz,, 


où æ, est regardé comme un paramètre, soit de classe inférieure 
à 2p. La forme auxiliaire 


D DMX des NAN ES) RE 


où æ,,, est une variable distincte de æ1, &+, .…, æ,, est alors de 
classe 2p + 1, tandis que la forme 


O0) — 2,1 (Xsdts + ... + X,dx,) + dx, 
» l 
est de classe 2p ou 2p — 1 (Voir n° 7. Remarque). 


Cela étant, appliquons le résultat qui-vient d’être établi pour les 
formes de classe impaire à la forme Q. D’après ce résultat, pour 
que o4) soit de classe inférieure à 2p + 1, il faut et il suffit que x, 
soit une intégrale première du système X,, analogue à S,, pour la 
forme Q ; ce système est ici 


ad, —— . : . + TindEn — O, ( Et PROD ON n) 
Xiti he. Xe — 0; | 
NEO | 


la variable auxiliaire x,,, ne figurant que dans la dernière équation, 
pour que x, soit une intégrale de ce système, il faut et il suffit que 
æ, soit une intégrale du système formé par les n + 1 premières 
équations, c’est-à-dire du systèmeS,. 

Pour que «(1 soit de classe 2p— 2, il faut et il suffit que aû) soit 
de classe 2p — 1, et par suite que x, soit une intégrale du sys- 
tème X, analogue à S, pour la forme @ ; ce système est ici, puis- 
que « est de classe paire, | 


Gixdti + ... + GindTn __dXn+1 
c’est-à-dire qu'il est identique au système S, associé à la forme w, 
si l’on fait abstraction du dernier rapport où ne figure que la 
variable auxiliaire. | 
La conclusion est la même que pour les formes de classe 


Soit 


« 
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impaire ; et, d’une manière générale, la classe s'abaisse d’une 
unité quand on passe de w à 1) si & est une intégrale de $, 
(sans être une intégrale deS,), et de deux untlés si &, est une 
intégrale de 53. 

Nous dirons dans le premier cas que x est de rang un, “et dans 
le second cas que x, est une intégrale de rang deux. 

Ces propriétés sont faciles à vérifier sur les formes canoniques. 


ep+i —= Per — sine + pe + (LT FAN : 


si l’on remplace y,,, par une constante, la nouvelle forme est de. 
Yp+1 P 


classe 2p. La classe s’abaisse de deux unités si l’on remplace y;ou £; 
par une constante ; si l’on suppose par exemple ;— C, on peût 


écrire CU + CGidyi = QUPET + Ciyi) et, au lieu de trois varia- 


Yis Ei Yo+y On n'en a plus qu'une y,,4 + Gigi. 

Prenons encore une forme de classe 2p. Si l’on suppose y; = C, 
la classe s’abaisse de deux unités : elle s’abaisse d’une unité seule- 
ment, si l’on suppose s:=—C. Mais elle s’abaisse aussi de deux 


pe - À ? Ze y \ k 
unités si l’on suppose le rapport égal à une constante C, car on 
: Z4 1 


| 


peut alors écrire 
Zdys + £adys — z,d(ys d Cye), 


et, au “He de quatre variables ; Ya Yo Lys 2, ON n’en a que, ‘deux: x A 
et ya + Cy2. 

12. Nouvelle méthode de réduction. — La propriété précé- 
dente des intégrales du système S, conduit à une méthode de 
réduction plus simple que la première. Soit 


(A) ES CAE Le 0 last tt X, dx, 


une forme de classe 2p Ur Supposons que l’on ait obtenu une 
intégrale w, du système S, correspondant ; si l’on fait un change- 
ment de variables de façon que z, soit une des nouvelles variables 
indépendantes, en prenant par exemple pour variables, 43, æ», .…, SE 


l'expression de w devient 


D —= U,du: - XXL» +... + X,Odzx,, 
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U,, X,0), .…, X,( étant des fonctions des variables 4,, æ, ..., æ,. 
D'après ce qui vient d’être démontré, la forme 
- oÙ = X (dr: + …. + X, Hax,, 


où u, est regardé comme un paramètre, est de classe 2p — 1. 
Soit z, une intégrale du système de Pfaff correspondant S,(), qui 
est d'ordre 2p — 2 ; cette intégrale dépend des variables æ,, .…., Æn, 


et aussi en général de w, qui y figure comme paramètre. Prenons 


pour nouveau système de variables w,, &3, .…., &n, au lieu de 
(Los +, Æn) ; 1] faudra pour cela poser 


LR OU RENE LR 
En faisant ce changement de variable dans la forme » elle-même, 
on doit remplacer dx: par 


on + ÀE du, + 2 dx, mr Vs + À£ der, 


dL3 d 


et w devient 


w = U,f'du, + UÜdu: + X;Odx, + ... + X,0dx,, 
tandis que w{{) a pour nouvelle expression 


1) = U, du, + X,@dx, + ... + X,0dx,. 
Si dans cette forme «() on regarde 4, comme constant, ainsi 
que a, la forme | 


7) = X, dx, + ... + Xhn)dxn, 


où u, et ne figurent que comme paramètres, est de classe 2p — 3. 
Soit u, une intégrale du système S,®) correspondant, qui est 


d'ordre 2p — 4. Un nouveau changement de variables permet 


d'écrire sous la forme 


ù = U;@du, + U®du + U du, + w®), 


où (0) est une nouvelle forme 


LOUE VOTE AE 


qui est de classe 2p — 5 quand on regarde w,, u,, u, comme des 
paramètres dans les coefficients. En continuant ainsi, au bout 


COL 


54 . LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


de p transformations de ce genre dont Rae diminue la classe 
de deux unités, on aura pour une expression de la forme 


o — U,w du, +- U,() du: re .. + U, du, + œ(P), 


Ui, Us, . .…, U, étant p variables indépendantes, U;(), .…, U,Pides 
fonctions de ces p variables et de n — p variables x;, et w(?) une 
forme de classe un, quand on y regarde 4,, ., u, comme des para- 
mètres. On a donc | 


\ 


œlP) — dv — (5 du, +... + dus): 


la fonction V se déterminant par une quadrature, et on voit qu'en 
modifiant un peu les notations, l’expression obtenue pour w peut 
s’écrire | 


à = dy + Sdya +. +£ FE + UPS ) 


la forme w se trouve ainsi ramenée à une forme canonique, et cette 

réduction exige les opérations 2p, 2p —2, …, 2, el une quadra- 

ture, avec des changements de variables. 

_ La méthode est la même pourune forme de classe 2p. , La réduc- 

ton à une forme canonique exige les opérations 2p—1, 2p— 3, 
ASS CPR changements de variables. 

On a intégré par là-même les systèmes S; et S, relatifs à la 
forme w. Nous avons supposé, pour simplifier, que dans chaque 
changement de variables, on conservait toutes les variables indé- 
pendantes xi, sauf une, qui figuraient dans la forme d'où l’on part. 
Mais il est-clair que cette hypothèse n’est nullement nécessaire ; 
l'essentiel est de prendre une intégrale du système S,0 auquel on 
est parvenu pour l’une des nouvelles variables. Remarquons encore 
que, quand on passe d’une forme w() à la suivante, la classe diminue 
de deux unités, mais le nombre des variables qui figurent dans la 
nouvelle forme n’est pas forcément égal à la classe, comme il 
arrivait dans la première méthode de Sono 


Exempce I. — Reprenons la forme considérée plus haut 


wù = LiLdXa + Litodts + (ay + Lsts)dXs + Lst4dts 


qui est de classe quatre. Dans la nouvelle méthode, on n'utilise qu’une À 


LS RTCr A EAP L'PU T: ALT Es "LOT PP c 1.196148" 
AAA TGS, AN ACT ER À MRC TRE Grid pete 
VV 7 ” EC EUR CRE UT  : AE 
"1 . te Li n : 
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des intégrales du système S; ; posons, par exemple, x, — æau,. L’expres- 
sion de w devient | 


où = UC des + ritsidts, + L(u, Fadi, + ae dus, 


d’après la théorie générale, si on considère w, comme un paramètre, 
cette forme w est de classe deux, et par suite l’équation obtenue en 
l’égalant à zéro est complètement intégrable. On vérifie en effet immé- 
diatement que l’on a | 


Fe 


DT Ulels + Lily + WU, È 


en regardant toujours 4, comme constant, et par conséquent, si l’on 
considère aussi 4, comme variable, 


w — xd | lTs + Lels + Wy — L,(T; + Lex.)du, ; 
#ÿ 
au moyen des variables primitives, w aura l’expression 


LT; 


ONE Did + Lily + Lilo t— (LsTy + Las?) d (à) » 


un peu différente de celle qui a été obtenue plus haut (n0 9, Ex. I). 


Exempze IL — Soit 
D — LED + LdC» + LodL3 + LadTs - LL 


qui est de classe cing (n°9, Ex. II). On a vu que æ> — æ, était une 
intégrale de S3 ; posons & = æ2 + ui. La forme w devient 


_o = Lilus + œû), 


OÙ) = (us + Los + 3) de + tLodXt3 + csday ee L4dPx. 


Conformément à la théorie générale, la forme w!lt) est de classe trois, 
quand on y regarde #, comme une constante, et le système Sal!) corres- 
pondant admet les deux intégrales æ, — æ+, &3 — æ3. Pour continuer 
l’application de la méthode, posons æ, fa + wo; ot) devient 


où) = x,du2 + ot), 
où l’on a posé | 
OÙ) = (us + Le + ds + Ls)dde + LadRs + (La + u)dæs. 


Cette forme «l) est bien une différentielle exacte 


| Lo? 
d (= 1e Tails + Lyls + Lola + at), 


VS. 
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quand on regarde w, et 4, comme des paramètres. et, si ui et + sont 
considérés comme des variables, on a 


©) — d (Æ 3 Lis + BL 45 Lola + ass) — — Gal * —"Lydus. 


“En remplaçant w, et us par leurs valeurs, on trouve successivement 


2 RU 
ol?) — d [aies + Lily + LaDz — | + God (xs — x) + Ld(x2 — x), 


a) = of) E xd(X, — do), | 


et enfin 
oo = où + md (ts — 2) + d(e, — à), 
ee * À | n 
2% 
‘te [ass + Lylz LIDy — =] 
5 A (2 M Ts) d(ts — æi) + (xs — Ls)d(x, — x). 


Une forme w, de classe supérieure à un, peut être mise d'une infinité 
de manières sous forme canonique ; connaissant une de ces formes: 
canoniques, on peut en déduire toutes les autres par une transformation 
de contact as chap. X, ns 78 et 80). i 


_ Exercices 


\ 
Ramener à une forme canonique les expressions suivantes : 


Lal3dTi er DCE Te PE D)drs ra +æs d Leds + tarde, 
ire + æs)das + (Es + T4)dæs +. (es + ds)dxs + 


(as + D)da, + (xs + aides + (ci Lasdes 


MES Tadti + Ls + drot dits + æ,dæ, + tds + aider, 


dti + 2x des + x,dts + eoxsde, 
ads + La dX3 + dr» 


classe inférieure à 2p, si l’on prend par exemple K — 


CHAPITRE I 


INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION DE PFAFF 


48. Classe d’une équation de Pfaff. — Quand on multiplie 
une forme de Pfaff » par un facteur K, fonction des variables qui 
figurent dans w, pouvant aussi renfermer d’autres variables, la 
classe de la nouvelle forme Kw peut être égale, supérieure ou infé- 


ji 


rieure à celle de w. On le voit immédiatement SI w est ramené Ft 


une forme canonique ; si « est de classe paire 2p et a pour forme 
canonique £,dy, + … + 2,dy,, il est clair que la forme K(z,dy, 
+ ... + s,dy,) est au plus de classe 2p, mais elle peut être de 


2: Si » est 


I 
Zy 


_ de classe 2p + 1, et a pour forme canonique £,dy, + .…. + £,dy, 


Hdi, x est évident que la forme Ka Guy Er, dy dus 
est au plus de classe 2p + 2, quelque soit le facteur K. IL résulte 
de là que, quel que soit K,.la classe de Kw ne peut dépasser la 
classe de de plus d’une unité, ét cela ne peut avoir lieu que si w 


est de classe impaire. 


La classe de Kw ne peut non plus être nee de plus d une 


unité à celle de w, car la multiplication par augmenterait la 


classe de Ko de plus d’une unité. | 

Nous appellerons classe de l'équation RS classe de la 
forme Kw qui est la plus petite possible quand on prend pour le 
facteur K une fonction arbitraire différente de zéro. Cette classe ÿ 
est toujours un nombre impair. En effet, si Kw est une forme de 
classe paire, ayant pour forme canonique. 


Ko SAYS | . + Z nd» 


r 


K 
KR, sera une forme de classe i impaire 2p — 1. 


Z1 
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Puisque la classe de » ne peut diminuer de plus d’une unité 
quand on donne au facteur K toutes les formes possibles, il s’en- 
suit que si w est une forme de classe impaire 2p + 1, la classe de 
l'équation w — o est égale à la classe de la forme w elle-même, 
V = 
Au contraire, nous avons remarqué tout à l’heure qu’en multi- 
pliant une forme de classe paire 2p par un facteur K convenable- 
ment choisi, on abaisse la classe. Par suite, 8 w est une forme de 
classe paire 2p, la classe de l'équation w — 0 est égale à 2p — 1, 
ee Ce a | 

S1 on écrit la classe y — 2m + 1, le nombre m est égal à p pour 
une forme de classe impaire 2p + 1, et à p —1 par une forme de 
classe paire 2p. : 

Pour trouver toutes les multiplicités intégrales d’une équation 
de Pfaff  — 0, il est évident que l’on peut multiplier le premier 
membre par une fonction arbitraire K des variables qui y figurent, 
et il est naturel de choisir ce facteur K de façon que la nouvelle 
équation Ko — o renferme le plus petit nombre de variables pos- 
sibles. C’est ainsi que la notion de classe d’une équation de Pfaff 
s’introduit d'elle-même dans la question. 


Le nombre mn + 1 — ne est égal au plus petit nombre de dif- 


. férentielles que l’on puisse laisser dans l'équation w — 0 par tous 
les changements de variables possibles. En effet, supposons que, 
par un changement de variables convenable, on ait mis » sous la 
forme | 


: 


A o = Ujdui +... + Urdur, 


aucun des coefficients U; n'étant nul. Il est clair que l’équation 
w — 0 est équivalente à l'équation | | 


; LE ; Ur | 
du, +w, qe Ho, FT dur 


dont la classe est au plus 2r — 1. On a donc << 27 — 1,et par 


suite r DT : 


Nous dirons qu’une équation  —0 est ramenée à la forme cano- 
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nique lorsque, dans cette équation, ne figurent que ere M HI 


différentielles, y étant la classe de cette forme. Si, par un change- 
ment de variables convenable, on a mis w sous la forme 


(2) wo —= Y,dy, +... +Y,dy, + YusidYÿmua 
l'équation w — 0 peut s’écrire, en Re É les coefficients par 
be ae 
He 70 sidi +. et z,dys E dtisx = 0 
où | 
re en Œ—1,2, MST), 


et l’on est ramené dans tous les cas à résoudre une équation 
w = 0, où w est une forme canonique d'ordre impair. 

Pour ramener une équation de Pfaff donnée w— 0 à la forme (3), 
où le nombre 7» a la plus petite valeur possible, nous avons encore 
deux cas à distinguer, suivant la parité de la classe de 


rt Cas.— Supposons que soit de classe paire 2p ; on a dans 


ce cas Yÿ— 2p — 1, et par suite »m + 1 — p, de sorte que le pro- 
blème revient à mettre une forme de classe paire 2p sous la forme 


Y,dy: + hs + Au, 


c’est-à-dire à mettre w sous forme canonique. 

26 Cas. — Soit w une forme de classe impaire 2p + 1 ; on a, 
dans cé cas, ÿ —2p +1, ét par suite m +'1—=p + 1, de sorte 
qu'il s’agit de ne laisser dans l'expression de w que p + 1 diffé- 
rentielles. On a une première solution de ce problème si on a 
mis w sous forme canonique LE 


0 = dy, À... +s,dÿ + dysss 


mais ce n’est là qu’une solution particulière, où le coefficient d’une 
des différentielles est égal à l’unité. | 

D'une façon générale, si la forme « de classe 2p + 1 ne ren- 
ferme dans son expression que p + 1 différentielles | 


(4). = Vds + + Vide + Yomdÿpes 


{a 
ue 
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il est clair que 
Yi  Yp. 
Yp41° 0" Ypt 


Yas Jar ses Ypyus 


| 
forment un système de 2p + 1 variables distinctes, car autrement 
l'équation » — o serait de classe inférieure à 2p + 1: cette équa- 
tion est donc ramenée à la forme (3) où m— p. En résumé, 
si w est de classe impaire 2p + 1, pour ramener l'équation w — 0 
à la forme canonique (3), il n’est pas nécessaire d’avoir 


ramené w elle-même à une forme canonique. // suffit d'avoir 


ramené w à une expression où ne figurent que p + 1 différen- 


tielles, les coefficients de ces différentielles pouvant être quelcon- 


ques. 
Pour bien saisir cette distinction entre les deux problèmes, con- 
sidérons une forme à trois variables 


1 £ DES NID: + X,dæ, 


où X,, X, sont des fonctions quelconques des trois variables 


Di cle die | 
Pour ramener w à une forme canonique, il faudrait intégrer 
le système S,, qui est ici 


2X oX: SAT UP ARE ET TE 
dL3 La T9 TT; 


c'est-à-dire le système le plus général du second ordre ayant pour 

multiplicateur l'unité. Nous voyons au contraire que l’équa- 

tion w — 0 est mise immédiatement sous forme .canonique si l’ou 
x, 

4YX1 S 


Prenons encore la forme la plus générale à trois variables 


wo —= X,dæ, + X,dr + X;dæ:, 


prend pour variables x, æ; et 


où X,,X,,X, sont des fonctions quelconques des variables x,,æ, Lee 


Pour la ramener à une expression où ne figurent que deux diffé- 


rentielles, on peut procéder comme au n° 8, en considérant la 


forme auxiliaire 


NUE XL + X;das, 


où l’on regarde æ, comme un paramètre. Cette forme est de classe 


: 
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deux en général, et on pèut la mettre sous la forme w,du, par un 
changement de variables, pourvu qu’on ait intégré l’équation 
différentielle (1) — 0, où æ, est traité comme une constante. Le 
même changement de variables appliqué à la forme » conduira à 
une expression où ne figurent que deux différentielles dx, et du,. 

Ce procédé se rattache à la méthode générale du paragraphe 
suivant. 


14. Caractéristiques. — Dans l'étude d’une équation de 
Pfaff, le système caractéristique S', défini plus haut (n° 7) joue le 
même rôle que le système de Pfaff S, dans l'étude de la forme de 
Pfaff elle-même. Ce système $,, qui coïncide avec S, si la classe 
de w est un nombre pair, et avec S, si la classe est un nombre 
impair, s'obtient en écrivant qu'un élément intégral (dx,, dæ,, .…, 
dx,) est en involution avec tous les autres éléments linéaires inté- 
graux. Il est évidemment le même pour une forme w et pour une 
forme Kw, quelle que soit la fonction par laquelle on multiplie la 
forme w ; c’est une conséquence immédiate de sa signification. 
C’est aussi un covariant de, w relativement à tout changement de 
variables. On peut donc dire que le système caractéristique $, est 
un covartant de l'équation de Pfaff w — 0, quand on effectue un 
changement de variables quelconques, et qu'on multiplie le pre- 

mier membre de l'équation par un facteur quelconque. Nous avons 


vu (n° 7) que ce système est complètement intégrable, et il se com- 


pose d’un nombre impair d’é équations, qui est précisément égal à 
la classe y de l'équation w = 0. Nous dirons, pour abréger, que 


toute intégrale du système $, est une variable caractéristique M y. 


a donc y variables caractéristiques DAIQRS pour une is de 
classe: vi à na : 

Si une équation de Pfaff, de Mes y, a été ramenée à une forme 
canonique, les y variables qui y fiqurent sont des vartables carac- 
téristiques. Les variables qui figurent dans une équation de Pfaff 
sont les variables qui figurent sous le signe d, et les rapports de 
deux coefficients quelconques des différentielles. | 

Supposons, en effet, qu’une équation de Pfaff, de classe 
y—=2mMm + 1, ait été mise sous la forme 


sd Gr had St) En dY mn 1e Un +4 ges 
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pour cette forme canonique, le système caractéristique S, se com- 


pose des 2m + 1 équation 


di = 0, +. dymy —= 0, dE —0,.….,ds, —0. 


M 

Les fonctions yi, sx des variables x; sont donc des intégrales du 
système caractéristique, quelles que soient les variables au moyen 
desquelles on exprime la forme w. Si une équation a été ramenée à 


une forme canonique, on en déduit donc immédiatement 1 ‘intégrale 


générale du système caractéristique. Cela posé, pour ramener wne 
équation de Pfaff w —0 de classe 2m + 1, à une forme canonique, 


on peut procéder comme au n° 12 pour ramener une forme de 


Pfaff à une forme canonique; il suffit de remplacer le système de 
Pfaff S, par le système caractéristique S,. Les deux calculs sont 
d’ailleurs identiques si w est de classe paire, car alors dans ce cas S, 
et S, coïncident pour la forme w, et pour toutes les autres formes 
que l’on rencontre dans le calcul. 

Soit, dans le cas général, w, une intégrale du système caractéris- 
tique S, ; si on prend pour Yariablés es Le ARMEN 
Pfaff s'écrit 


nn) 


l’équation de 


wo — U,du, + Xidx: + …. + X dx, = U,du, + w() — 0. 


L'équation «0 —o est de classe 2m —1 quand on y regarde u, 
comme un paramètre. La propriété est immédiate si la forme w est 
de classe paire 2p, car S, coïncide avec S,, la forme vw est de 
classe 2p — 1, et w(t) de classe 2p — 3. Si la forme w est de classe 


impaire “ur 1, la forme ul est de classe 2p Drap LE puis- 


que S, coïncide dans ce cas avec S,, et l'équation o4) — o est de 
classe 2p — 1. En déterminant ensuite une intégrale du système 
caractéristique relatif à w() — 0, et ainsi de suite, on démontre 
comme au n° 42, qu'on arrivera à mettre l'équation w — 0 sous 
une forme où ne figurent que m + 1 différentielles, c ’est-à-dire à 
une forme canonique. 

Si par exemple w est une forme de SRE impaire 2m ce I, Où ne 
figurent que 2m + 1 variables, toutes ces variables sont des inté- 
grales du système caractéristique, et en écrivant l'équation 


X,dx, + wt) = 0, 
l'équation w(t) — 0, où l'on regarde æ, comme un paramètre, est 


* 


Le | } 
NOPROEN, PA 
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de classe 2m — 1. C’est: la généralisation de la remarque qui ter- 
mine le paragraphe précédent. 


REMARQUE. — On peut aussi comme plus haut (no 14) ramener une 
forme w de classe impaire 2p + 1 à n variables à une forme @ = x, ,,w 
+ dx, ,, de classe paire. Si Q a été ramenée à une forme canonique, 
avec p + 1 différentielles, il suffira d’y remplacer æ,.,, par une con- 
stante pour avoir l’équation w — o sous forme canonique. 


Soit une forme à n variables, telle que l'équation » — osoit de 
classe y ; en égalant à des constantes les y variables caractéristi- 
ques, on obtient les équations d'une famille de multiplicités à 
n — y dimensions dans l’espace à n dimensions 

His Co La = Cie: en Uy= C,, 
telle qu’il en passe une par chaque point de l’espace (x, .…., æn). 
Ce sont les multiplicités caractéristiques de l'équation w = 0. 

Si n est pair, y étant impair, il y a toujours des multiplicités: 
caractéristiques à un nombre impair de dimensions. Si n est 
impair, il y a des multiplicités caractéristiques à un nombre 
pair de dimensions, lorsque « est une forme exceptionnelle, où 
le nombre des variables dépasse la classe ; si w est une forme ordi- 
naire, il n’y a pas de caractéristiques. 


15. Intégration d’une équation canonique. — Toutes les 
mufxphiertés intégrales de Re w — 0 de forme canonique 


(3) zdyy ee ere En Yo de LL ER re 0 


peuvent être obtenues par des opérations algébriques (1). 
Rappelons brièvement la solution. D’après l’équation (5), 

existe une relation au moins entre les variables y,, ya, ..…., Ye 

Supposons qu’il y ait À relations distinctes et À seulement entre 


ces variables (0 << m + 1); au lieu de les supposer résolues 


(t} Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partiellés du premier 
ordre (Chap. IX, pp. 315-320). 
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par rapport à À des variables, écrivons- Fe sous ta forme la pis. 


générale | | 

(6) a (Yan +. Ym+a) SE OA SUR CT TN le 0! 

les À fonctions di étant distinctes, et l'une au moins renfermant la 
variable y,,.,. La relation ie doit être une combinaison linéaire 
des À relations 


(7) es dji=0, 4, dif 0, 


puisqu'il résulte des hypothèses qu'il ne peut exister entre les 
différentielles dy; aucune relation linéaire distincte de ours là. On 
doit donc avoir une identité de la forme 


dy, GES ef Zn AY Fe DIRES le NE: n dy Re d Ldhn, 


À …, An étant À coefficients RP ENS ce qui entraîne les 
m + 1 relations nouvelles. 

PLU de Ne) CODE Tee a 
\ RM Dee AR 


| Re SU PR MA A De 
| dym+1 9Ym+1 


Ces m +1 équations sont distinctes, puisque Caue les déterminants 


d'ordre À que l’on peut déduire du tableau des dérivées partielles 
des fonctions Y; ne peuvent être nuls à la fois. L'élimination des À 
paramètres l; entre ces m + 1 équations conduira donc : à un Sys- 
tème de m + 1 — } relations entre les variables 4 DS à 


(9) DUURE re Pa ) 249 82; RASE Te ï 
NP A ANR te | 


Inversement, toute multiplicité M dans l espace à 2m + 1 dimen- 
sions telle que les coordonnées de l’un quelconque de ses points 


NPOMERSU EN AN ER £n) Vérifient les »m + 1 relations (6) et (g) est: 
une multiplicité intégrale de l équation w —= 0. On obtiendra donc 


toutes les intégrales de l'équation w — o en | prenant tous les sys- 
tèmes de » fonctions distinctes di, Ÿ, …, Va des variables yi, l'une 
au moins renfermant y, (0 <h<m +1) eten adjoignant aux 
m +1 équations je et (9) un système de q relations choisies 


A2 Ef ARTS. 


L'iut RERain 
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arbitrairement entre les variables y;, z;, pourvu qu’elles ne soient 
pas incompatibles avec les premières. 

La multiplicité intégrale ainsi obtenue est à 2m + (MAT EU) 
— mn — q{ dimensions, puisque les équations (6) et (g) sont au 


nombre de m + 1. On obtiendra les multiplicités intégrales 
d'ordre maximum en supposant g — 0. En résumé, les multipli- 


cités intégrales ayant le nombre maximum de dimensions sont 
des multiplicités à m dimensions que l’on obtient en établissant 
entre les 2m + 1 variables y;i, zx un système de m + 1 relations 
de la forme (6) et (9), les fonctions di étant arbitraires. 

Toute multiplicité intégrale M»_y à m—q dimensions est 
située sur une multiplicité intégrale M, à m dimensions, et 
s'obtient en adjoignant aux équations qui définissent M,, g relations 
nouvelles choisies arbitrairement et distinctes des premières. 


Remarque. — On peut écrire les équations de M,, en adjoignant 
aux relations (6) les équations 


Re d: 
Ds L re + A2 a 
SRE d1/i : 
RS  n ENG 12, 0) 
L + + —— 
dYm+1. .JYm+1 
qui donnent les variables z;en fonction de À — 1 paramètres 
À re 


Docs PROS AEI pente memes h+1 
4 1 


variables indépendantes. 


Soient M} une intégrale à A dimensions de l'équation (5) et. 
(ya9, ..., Y0m+1, 219, . ; 20m) un point ordinaire de Mr. Les coordon- 
nées d’un élément de MZ voisin de celui-là peuvent s'exprimer au 
moyén de À d'entre elles prises pour variables indépendantes. On 
peut toujours prendre pour ces À variables indépendantes « des 
variables yi et À — « des variables z;, {outes ces variables Ayanë des 
indices différ ents. ù 

En effet, si ym+1 est une des variables indépendantes, l’une au moins 
des variables 71, ys, ……., Ym dépend de ym+1, et la relation 


FAP ARRET Le + 2m a + ba 
OYmAA =  JYm4A 9Ym+1 


G. Leçons. | 5 
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que l’on déduit de l’équation de Pfaff (5) prouve que toutes les déri- 
2 Gr: 
- Ym+1 dym+1 
la dérivée — n’est pas nulle pour les coordonnées de l’élément con- 
Ym +1 à 
sidéré, on peut prendre y, pour variable indépendante à Ia place 
de ym+1, en conservant les autres variables indépendantes. 

D'autre part, supposons que deux variables de même indice, y1 et 21 
par exemple, fassent partie des À variables indépendantes. De la rela- 
d7Ym+1 w. dYm+1 

o71 dZ1 
dérivées de Yo, ..…, Ym; £a, +, £m par rapport aux mêmes variables, et 
la condition d’intégrabilité conduit à la relation 


, à d A ñ . çe 
vées 71, ...,_!m ne peuvent être nulles à la fois. Si par exemple 


tion (5) on déduit les expressions de au moyen des 


DE si), Da 22) + 4 re D (Yo £m) — 
Euer D(ys 21) D(7; 2) D(y, 2) 


Il faudra donc que l’un au moins des indices 2, 3, ...,m ne figure 
pas parmi les indices des variables indépendantes, sans quoi tous les 
termes qui suivent le premier seraient nuls dans la relation précé- 
dente. Nous pouvons supposer que l’on ait choisi les notations de façon 
que les indices des variables indépendantes soient 1, 2, ..., p ; alors 
toutes les dérivées 


. . d . . < 3 
dyi à di à LU DZ, ‘ OLA D) 
dy dZ dy1 d£1 


ne pourront être nulles pour l'élément initial. Supposons par exemple 


que JYPH1 ne soit pas nul pour cet élément ; on pourra alors prendre 
YA : | 


yp+1 pour variable indépendante à la place de 7,. Les indices 1etp pee 


figureront chacun une fois dans les variables indépendantes, et les 
indices qui n’y figurent pas sont p + 2, ..., mn. Si un des indices 
2, 3, ..., p figure encore deux fois dans les variables indépendantes, 
on peut recommencer la même opération, et ainsi de suite, jusqu’à ce 
qu’on arrive à un système de À variables indépendantes où tous les 
indices sont différents. à | 

Ce raisonnement prouve en même temps que le nombre À ne peut 
être supérieur à M. | 

‘On peut toujours supposer que les À variables indépendantes sont 
PAU ns 0 Egja ve 8e Soient 


Yh+1 = UhHA (Yu ns Ya East £h), Yh42 = Uh+9; es LP 0 


(10) 


Zh+4A1 — Vh+1(Y1; CN PE PRET .….) £h} 2h42 — Uh+9 5, Zm — Um 
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les expressions de yh+41, :..; Yms Zh41, ..., £m en fonction des varia- 
bles indépendantes, u,, ..., Um, 0, ..., Um désignant des fonctions 
arbitraires qui prennent respectivement les valeurs y°»44, ..., z° pour 
les: valeurs 4°, . : & Yo 2 a44° ..., Zn. Nous écrirons l’expression 


de Ym+1 comme il suit 
(ri) ym41 = w(ys Ye Eux + £h) — UPEEEL ET eut ..—Yh£h 


w étant une nouvelle fonction arbitraire qui doit satisfaire à une con- 
dition initiale évidente. En portant ces expressions de yn41, ..., Ymu- 
YmA; £h4H1, ..., 2m dans l’équation de Pfaff (5), et en égalant à zéro 
les coefficients de dy,, ..., dy,, dz ; dzh, on obtient les expres- 


&+4° ." 
sion des autres coordonnées Yayar tee Up 20 +403 Zu 
pi72 dou _ ou 
Î Yx+1 — £ 2 Uh+1 = <e eg CE Er ennr 
œ+ 1 a+ 1 at4 
du du ver 
YR=  —— + vh#1 PEN TRS 7 Tee 
d£Zh dZ d£h 
(12) | du dUh+1 ou 
= — —— OR a Dr 7 
Yi 11 QU 
FLE) ; 
RE DÉRTAE Ru à MST En PE RME 
. y, : Ye Yo 


Les formules (10), (11), et (12) représentent la multiplicité intégrale 
Ma dans le voisinage de l’élément donné (!). Le 
En particulier si À = m, il y à une seule fonction arbitraire w de m 
arguments, et les formules qui représentent une intégrale à m dimen- 

sions sont les suivantes LC£. Leçons, p. 319, formules (r1)]. 


L DDR DL 
| Ym+1 — 1 (y, LUE UPE Zu44° ..., Em) — Say AT a ; 
DR ne D 0 
ere > ss Um En” ds” og on, 
16. Résolution de l'équation générale. — Soit w une 
forme de Pfaff à n variables æ,, æ:, …, æ,. L’équation 
(14) == X,dni + XLR 50 


(1) Garran. Annales de l'Ecole Normale S'upérieure, 3° série, t. XVI, p. 270. 


4 r _ 
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_sera immédiatement résolue, d’après le paragraphe précédent, si 
on à pu ramener cette équation à une forme canonique, où ne 
figurent que »m + 1 différentielles, quand cette équation est de 
classe ÿ — 2m + 1. Toute multiplicité intégrale est définie, nous 
venons de le voir, par un système de m + 1 relations, dépendant 
de fonctions arbitraires, entre les variables de la forme réduite. 
Il s'ensuit que toute intégrale de l'équation (14) est elle-même 
définie par un système de nm + 1 relations entre les variables x; 
auxquelles on peut ajouter un nombre quelconque de relations 
arbitraires nouvelles entre ces variables, pourvu qu “elles ne soient 
pas incompatibles avec les premières. 

Les multiplicités RON d'ordre maximum sont donc des 


multiplicités à n — (m + 1) — he ie dimensions, siy est la 


classe de l’équation w — 0 ; de plus, toute multiplicité intégrale 
d'ordre inférieur à cette limite est située sur une multiplicité inté- 
grale d’ordre maximum. 


Le 


Il est facile d’avoir une limite inférieure du nombre Nos IE 


En effet si n est ie n — 2p, y est au plus égal hap— à ti 


est au plus égal à p, êt RSr suite Gi nd Vin er SJ UE 


De même sin = 2p + 1,7y est au plus a à 2p +1,etpar 


ec ï 


suite n — > p. Dans les deux cas, les HRApIRRE inté- 


grales d’ He maximum sont d’un DEUre au-moins égal à la partie 


entière de 7 > (CF. n° 6). 


La er précédente de résolution du problème -de Pfaff 
exige la réduction de l'équation w = o à une forme canonique. 

Nous allons montrer que les deux problèmes sont équivalents, du 
moins si l’on demande une solution générale, c’est-à-dire si l’on 
veut déterminer toutes les multiplicités intégrales d'ordre maxi- 
mum. Supposons en effet que l’on connaisse toutes les multi- 
plicités intégrales d'ordre n — (m + 1) d'une équation w — 0 


à n variables de classe 2m + 1. Prenons en particulier une 
famille d’intégrales dépendant de mn + 1 constantes arbitraires, de 


RE A PR TP RM Ne ca 
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et par suite l'équation w — 
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telle façon qu'il en passe une par chaque point de l’espace. 
Soient 


(5) AG AG fau = 
les équations qui définissent cette famille de multiplicités. 
Imaginons que l’on fasse un changement de variables de façon à 


prendre fi, f, ……., fm+s varmi les nouvelles variables. L'équation 
transformée Q — doit être vérifiée quand on y fait df, — 0..…, 


dfnun = — 0, quelles que soient les valeurs des autres différentielles. 


Elle est donc de la forme 
Laer F,df, je Fidf> + + Frudfnr = 0; 


0 a été ramenée à une forme canonique 


- 


par ce changement de variables. On voit même qu’il suffit de con- 
naître une famille de multiplicités intégrales à n — (m + T}ù 


dimensions pour RE effectuer la réduction. 


Remarque. — Les conclusions précédentes peuvent être en, 
_ défaut pour certaines intégrales Par Re de équation 


“ 


dy — LytsdXz = 0 


l 


de classe {rois admet une intégrale à deux dimensions x, — 0. Si 


l’on prend pour variables canoniques x,, xx, et x,, les deux 


relations æ, — 0, &iX2 — 0, qui définissent une intégrale, se 
réduisent à une seule. De même l'équation de classe 2m — 1 


s YadÆ + … SE Yn Tam — 


admet l'intégrale àm dimensions y; = 0, ..., y, —0,quine rentre 
pas dans le type général. On PAS au Chapitre IV sur ces 


solutions singulières. - 


17. Intégrales lieux de caractéristiques. — Quand on a 


ramené une équation de Pfaff à une forme canonique, il ne figure 


dans cette nouvelle équation que les y variables caractéristiques, et 
par suite toute intégrale d’une équation de Pfaff est définie par un 


certain nombre de relations entre les variables caractéristiques, 
_ auxquelles on peut adjoindre d’autres relations, en nombre quel- 
 conque, choisies à volonté, pourvu qu ‘elles soient compatibles avec 
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les premières. Nous allons développer les conséquences de cette 
remarque. Imaginons que dans l’équation w — o on ait effectué un 
changement de variables, en prenant pour variables nouvelles 


un système de y variables caractéristiques distinctes w,, …., u, 


avec n — y variables Uy44, ., U,, Choïsies de façon à former avec 
les premières un système de n fonctions indépendantes des varia- 


bles primitives. Après la transformation, les variables w,, us, … Uy 


figurent seules dans la nouvelle équation et, par suite, toute mul- 
üplicité intégrale est définie par un certain nombre de relations où 


figurent seulement w,, us, …, Un 


OP ae Un) = 0, . UE(us, 4. ay) = 0, ET dl 


auxquelles on peut adjoindre un nombre quelconque de relations 
choisies arbitrairement entre w,, u», …, 7e 
Considérons une multiplicité intégrale à p dimensions.M, définie 


par les formules 
(13) TR dy (ds, es ta)» Se: u, == Ÿ (15 …. E 
.(r8) Uyi4 — Rrrtue Ps PE PAL re PACE HE to) 


De y Mano cs l, désignent p variables auxiliaires qui ne figurent 
: pas nécessairement dans toutes les fonctions d;. Les conditions 
pour que la multiplicité ainsi définie soit une intégrale de l’équa- 
tion de Pfaff ne renferment que les. fonctions d,, …, Ya : si elles 


sont vérifiées, : elles le seront encore quand on remplacera 


Pig + Ÿ, par d’autres fonctions quelconques, pouvant renfermer 


de nouvelles variables indépendantes. En particulier, la multipli- 
cité M’ définie par les équations | 


(19), 


Ur. La (bts ms to) 9 U, = LUE lo)» 
À Uyts boy cos by 0 


où Loue nes lp Sont de nouveaux paramètres variables. indé- 


pendants de #,, x est aussi une multiplicité intégrale. Or cette 


CES 


i 
$ dt 
à 


SE: 
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multiplicité M’ est le lieu des multiplicités caractéristiques de 


l'équation © — 0, 


issues des différents points de la multiplicité A M, On a donc le 
RASE suivant : ( 

Le lieu des multiplicités caractéristiques de l'équation de Pfaff 
w —o,qu passent par les différents points d'une multiplicité 
intégrale M de cette équation, est une nouvelle multiplicité inté- 
grale M'. 

Si la multiplicité M est à p A Ne la multiplicité M' est au 
plus à po + n — y dimensions, mais elle peut en avoir moins. Elle 


. aura ce nombre maximum de dimensions si les y fonctions 


UP do sont des fonctions distinctes des po paramètres 4, de, do 
les n fonctions u,, u», …, u, définies par les formules (19) sont 
alors en effet des fonctions distinctes des r + p — y paramètres 
n—y+0. Supposons en second lieu que les y fonctions 
SIRAIEARE y, des p paramètres 4, …, : ) ne soient pas distinctes, de 


telle sorte que le point (a,, Up ve Us y) décrive dans l’espace à 


ms dimensions une multiplicité à moins le o dimensions. Nous pou- 


vons alors choisir les paramètres /; de façon que les fonctions 
Ve Le dépendent seulement de p' << p paramètres /,, .…, tr et. 


en soient des fonctions distinctes, les paramètres lola ++ l) ne 


+1? 
figurant que dans les expressions Uysgs ce We La multiplicité M’ 


représentée par les formules (19)est alors visiblement à n — y + p" | 


dimensions seulement. On peut encore énoncer ce résultat comme 
il suit. Soient (u,°, …, u,°) les coordonnées d’un point de M, | 
D | » à ’ - À é , 


MURS (40) les valeurs correspondantes des paramètres, é,,ta,..., 4015 


si l’on donne à ces RÉnUNE les valeurs constantes £,°, .…, 2} les 
autres paramètres do! js do variant arbitrairement, le point 
(us, u,, .…., u,) décrit sur M, une multiplicité à p — 9" dimensions 


qui appartient aussi à la multiplicité caractéristique 


ane 0 2h — m0 
ce ernlee AS Le res 
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La multiplicité M, et la multiplicité caractéristique qui passe 


par un point quelconque de M, ont donc en commun un: multi- 


licité d'ordre p — po". Par conséquent lors ue la multiplicité inté- 
P PASSE q qg P 


grale M, et la multiplicité caractéristique qui passe par un point 


quelconque de M, ont en commun une multiplicité d'ordre po —p", 


le lieu des multiplicités caractéristiques issues des différents 
points de M, est une multiplicité intégraleM' à n — y + p'dimen- 
sions. | | 

Il résulte-des propriétés précédentes que les multiplicités inté- 
grales d'ordre maximum sont composées de multiplicités carac- 


téristiques. En effet si M, est une intégrale, sans être un lieu de 


caractéristiques, le lieu des caractéristiques qui passent par les 


différents points de M, aura évidemment plus de os dimensions. 
Pour obtenir ces multiplicités intégrales d'ordre maximum 


ns 


, il suffira de prendre le lieu des multiplicités caracté- 


ristiques issues des différents points d’une multiplicité intégrale . 


—_ opens). - 
d'ordre ? , n'ayant aucune multiplicité commune avec la 
2 z 


multiplicité caractéristique qui passe par un quelconque de ses 
points. Ces intégrales sont représentées par les formules (19);.où 


TRE 


l’on suppose que le nombre p a sa valeur maximum 


y fonctions d,, …., Y., étant distinctes. 


Supposons par exemple que w soit une forme ordinaire à 2/n 
variables ; on a alors y — 2m — 1. Les caractéristiques sont à une 
. dimension, et les multiplicités- intégrales d'ordre maximum sont 
d'ordre m. Ces intégrales sont engendrées par les caractéristiques 
issues de tous les points d’une multplicité intégrale d'ordre m — Le 
non composée de caractéristiques. 


Remarque.— Les conclusions qui précédent ne s'appliquent 


pas aux intégrales, dites singulières, qui ne rentrent pas dans le 


type général ( Voir Chap. IV). 


18. Application aux équations aux dérivées partielles. 


— Les propositions précédentes généralisent la méthode d’inté- 


, les 


\ 


OS SR SU 


FLE 
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gration de Cauchy pour une équation aux dérivées parüelles du 


premier ordre. 
Inversement cette méthode s’ en déduit très facilement comme 


_ cas particulier. En effet, l'intégration de LÉNOUCS aux dérivées 


partielles 


(20) | TRUE Lgs ve) UE P2 cs Pa) 


: revient à la recherche des DUPUIS intégrales à x dimensions de « 
à équation de Pfaff | 


(21) | « o = fa, _ , se a a pt, = dE — 01 


Le covariant bilinéaire w' a pour expression 
co 5fdx, — dfôæ, + pets — dpôx, + 
… + Ôp,dx, — dp$x, ; 
pour avoir les équations différentielles du système caractéristique 


S;, il n'y à qu'a remplacer de et Ôs par fdx, + … + p,dx,, 
FIL + … + pÔx, a dans w', et à égaler à zéro les 


_cœfficients de x, 7e RE ÔP2, »+. 0p,. On obtient ainsi un système 


de 2 n — 1 équations différentielles 


LT 


> pa ne Se | 
£ A 0 TE à PORT | 
(22) dpa Se ee ESA € p. ae br SUD, Eæ ee E EYE 2 d%ss 


de =) f—p: Mo — pa SE | da. 


L’équation w — 0 admet donc des caractéristiques à une dimen- 
Sion ; de tout élément de l'espace dont les coordonnées vérifient la 
Fr (20) part une de ces caractéristiques et une seule en géné- 
ral. Le lieu des multiplicités caractéristiques issues de tous les 
points d’une intégrale M est encore une intégrale. En particulier, 


| toute intégrale M, est le lieu des caractéristiques issues de tous les. 
_ points d’une intégrale M,_,. La méthode de Cauchy se trouve ainsi 


rattachée à la proposition plus générale du n° 17, qui s applique à 


- toutes les ‘équations de Pfaff admettant des multiplicités caractéris- 


tiques. 
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Quand on applique à l’équation (21) la méthode de Pfaff sous sa 
forme primitive, il semble qu'elle exige non seulement l'intégra- 
_ tion du système (22), mais aussi l'intégration de plusieurs autres 
systèmes d'équations différentielles d’ordre 27 — 2, 2n — 3, 
successivement. C’est là une infériorité apparente de la méthode 
de Pfaff, mais il suffit, comme l’a montré G. Darboux, (voir 
n° 10) de diriger convenablement les calculs, pour retrouver les 

résultats de Cauchy. Sorent Na) X AP, .…, P, les inté- 
grales principales du système (22), c'est-à-dire celles qui se rédui- 
sent respectivement à æ>, ..…., æ,, £, Pas :.., p, pour &, = x,°; pre- 
nons pour nouvelles ue &, et ces intégrales principales. Dans 
les PRIS de transformation 


Lo — F,(x, 0 5 Ko. P mE rs Ly + DÉS: LAB X, rs 1 EE A 
(23) be = GR PS PE 5 Pa Para 24°, X 2... Pu) 
2 OST X EE NE), 


les seconds membres représentent précisément les solutions de 
équations différentielles (22) qui, pour x, — æx,°, prennent les 
valeurs: Xe x phoeote Z respectivement. Après le change- 
ment de var Fe (3), l'édu tue w — 0 se change en une équa- 
tion où ne figurent que les variables caractéristiques X>:,.., P,, Z, 
et leurs différentielles. On a donc une identité de la Re 


w = K [U,4X, +... + UrdXs + V,dP, + :.. + V,dP; HaZ], 


les Poe U;, Vi, H ne dépendant que des variables X;, Px, Z.On 
peut encore Ne (n° 10) que le facteur K se réduit à l’unité 
pour æ, —x,°. En supposant x, — æ° dans l'identité précédente, 
on en déduit que Pona 


Ü; — P, Vreso, (= D DES à Le à 
et l'équation w — o est ramenée à une forme canonique 
(24) P,dX, + …. + P,dX, — dZ — o, 


après le premier changement de variables(23) qu’exige la méthode 
de Pfaff. 

Observons en passant que la forme elle-même est de classe 
2n si f contient la variable z, et de classe 27 — 1 si f ne dépend 
pas de . 


rh NE 


renfermant la dérivée p; par exemple, désignons par f{(æu, ...» ns 2; 


: DEL EET der à p} ’ à ; k Q CT 
on remplace les dérivées Lu 2, sf par leurs expressions tirées des 
ROLE à 


_toutes les multiplicités intégrales de l’équation de Pfaff 


RS RS ds Led So CON de dd 


nique. 


aussi très aisément à la méthode de Pfaff.Soiten effet z — (xs, ... Æn; 
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REMARQUE. — On a supposé pour le raisonnement que l'équation aux 
dérivées partielles était résolue par rapport à l’une des dérivées par- 
tielles, mais les conclusions sont indépendantes de cette hypothèse. En 
effet, étant donnée une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre | 


ne +...) Lns Z 5 Pis RÉ N A d 


P2; +... Pr) la fonction que l’on obtiendrait en résolvant cette équation 
par rapport à p,. Si dans les équations du système caractéristique (22) 


dLi dDi 

équations | | : 
LL RE EE Ce A 
ts pers 2 2" a ‘Om de SM. M DR à 


on obtient un système d'équations différentielles 


di _ ds PAPE 

P; Papa +... + Pan Xk + Zpk° 

x= À, pe : Aer 
di dk Ur 


qui, joint à la relation F — o, est identique au système différentiel de 
Cauchy. Le EL el 
_ Lorsque F ne renferme aucune des dérivées pi, on a à rechercher 


ds Pad = A Dore PT = 0, 


dont tous les éléments vérifient la relation F = o.De la relation dF = 0, 
on peut tirer l'expression de l’une des différentielles dx:, dz au moyen 
des autres, et on est conduit à une équation de Pfaff de forme cano- 


: 19. Théorie de Lagrange. — La théorie de l'intégrale complète 
de Lagrange et la méthode de la variation des constantes se rattachent : 


di, -.., @) une intégrale dépendant de n constantes arbitraires de 

l’équation du premier ordre 2 ; < 
Pi = FL es Cns £ 3 Pas ses Pn) ; 

dans Véquation de Pfaff correspondante 


© = dg — fdxt; — padæz — ... D PrndLr = 0 
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: faisons le changement de variables défini par les formules 


op op 
À met: 05 PERS A TE 
les nouvelles variables étant Lis ++ Ln; Gi, ... An. En tenant compte 
de la condition 
op op op 
te ÉLEVÉ qe 


cette équation. prend la forme canonique 


= da +... + À 
1 


Res on 
da 


An 


L'application de la méthode générale d'intégration d’une équation de 
Pfaff mise sous forme. canonique conduit précisément à la méthode‘de 
la variation des constantes (Leçons n° 32). 

Les caractéristiques sont définies par les n relations 


op . dŸ op dp D 

EP, =, .  —+b  —0, 4. + bn—1 — — 0, 
dCi di ‘ di À dA n—1 Ch 

et dépendent des 2n—1 constantes arbitraires Gite etl Un Un MAN 


. Plus généralement, si l’on connaît uneintégrale complète définie par 
une équation de forme quelconque 


VOTES ES A0 
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre Ris so" 
Pis +. Pn) = 0, l'équation de Pfaff correspondante prend la forme 
ne TR UNE DE 0, 5 
da; m7 


quand on prend un nouveau système de 2n variables (xi, ax), en posant 


Ven Ne ne (= 1,2, vs, 7), 
(Cf. Leçons n° 38). | | 
On verra plus loin (Chap. IV) comment la seconde méthode de 


Jacobi se rattache à la méthode de réduction du n° 8 d’une forme de 
Pfaff. LÀ 


20. Equations simultanées du premier ordre. — Consi- 
dérons encore un système de r équations aux dérivées partielles du 


} 


: 


» Ru. cétta W 7 “a itX pans CON NT PT TOR TUONT ER. Le 
QU : | FN 


(4 


ne Ru T Sp ci" 
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premier ordre à -une seule fonction inconnue, 


1 — fi(æ, 17: Lns 2; Pr4As Pn), 


(25) P2 = f(Li ss ns Z ; Pr+143 +, Pan); 
Pr = fr(t;, ME CES Della Pn); 


intégrer ce système revient à trouver toutes les multiplicités inté- 
grales à n dimensions de l'équation de Pfaff à 2n + 1 — r variables 


(26) Wal, — … + frdr —— Pr+1dÆr441 .…. 


+ Pnd£n— dz = 0. 
Le covariant bilinéaire a pour expression 
.w" = àf,dæ, — df,èæ, + … ne dfrd&r — dfrTLr 
=? $ Spradarta — dprsdr ss +... + ÔpadTn— dpnôn $; 


en remplaçant encore dz et àz par leurs expressions tirées des deux 
équations w (d)—0, w (ô)—0, et en égalant à zéro les coefficients 
de ty, ... ÔÆn, dPr44, . + ., ÔPn, On obtient les équations différen- 
elles des multiplicités caractéristiques de l’équation (26) : 


p, is n'OfP. 
tr ee dx, + + ne dær —= O0, F 


ne — HUE + .. + frdTCr Sn Re ame per 


dpri= ie ue ep D 4) AT, + +. + Eur + 2 pris) der, 
NC) re . 5 . Er . . : % ; ‘ + 
fi | fi 6 ue Ar 
>< a a Ée ie dz Lp, jdæ De me Lu CE Ep d£ Pa) “ 
df,= À de, +..+ 2 da, + fi ÿ2£ dx + +2E dx Ê 
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Les 27 — 2r + 1 premières équations de ce système sont tou- 


jours distinctes, et par suite la classe de l'équation w — o est au 
moins égale à 27 — 27 + 1. Pour qu’elle soit égale à cette valeur 
minimum, il faut que les r dernières équations soient des consé- 
quences des premières. Si donc on y remplace dXr41, ., En, 


de, dpr+1, .…, dpn par leurs valeurs tirées des premières équations, 


les relations que l’on obtient doivent être vérifiées, quels que soient 
dx, .…, dx. En faisant le calcul, on trouve les conditions 


(28) : [pi — fi, Pk — fx] == 0; (z, k —= 1, 2, ..., rm} 


le crochet [u, v] ayant la signification habituelle : 


- dou f dv 20 OU [ou du Ë 
=) bi in 11) ere 
ces conditions (28) expriment précisément que lesystème(25)estun 
système en involution (Leçons, n° 58). Si elles sont remplies, la 
classe y de l'équation de Pfaff (26) est égale à 2n — 2r + 1, et les 
multiplicités intégrales d'ordre maximum sont définies par un 
système de r — r + 1 relations entre les variables caractéristiques. 
Ces multiphcités intégrales ont donc 27 —r +i—(n—r + hr 
dimensions, tandis que les multiplicités caractéristiques ont r 


dimensions. Toute multiplicité intégrale d'ordre n est le lieu des . 
multiplicités caractéristiques qui passent par les différents points 


d’une intégrale M;_. de l'équation w — 0. Ces dernières multipli- 
cités se déterminent sans aucune intégration, car il suffit d'adjoin- 
dre les r équations (25) aux équations qui déterminent une multi- 
cité intégrale quelconque à n dimensions del’équationpidx, +... + 
PrndLn— dz—0. 

La méthode d'intégration précédente conduit exactement aux 
mêmes calculs que la méthode générale de S. Lie (Leçons, Chap.IX), 
et l'interprétation est la même. En effet, en écrivant que {72 
Lns 23 Pr41, +, PDn) est.une intégrale du système (27), on obtient 
les équations | | | 


(9) SA [Pa ES EP —= 0, .…, [Pr = ri] Re 


On peut aussi démontrer, comme dans le cas d’une seule équation, 
qu'un changement de variables permet de ramener l'équation w — 0 


FTrAR 


v 


'id Titiés ss 


tué di bi” bd 


Le oi RSR Re à + à Rd a de ds à dé nd D its Gomme - ci td ter ile + 
ui : * ' + ? N 
n° 


CHAPITRE II. — INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION DE PFAFF. 79 


à une forme canonique quand on a intégré le système (27). Soient 
en effet X,114, .…., Xn, Z, Pr31, .…, P, les 2n — 2r + 1 intégrales 
de ce système qui se réduisent respectivement à Lri1, +. Tr, 4 
Pr+i52..s Pr POUrT LL), …., Ær—r°. Quand on prend pour nou- 


velles variables 


le raisonnement employé dans le cas der — 1 s'applique sans 


modification, et la nouvelle expression de », après le changement 
de variables, est 


(30) oO — K [Pr141dXr44 — ph + P,dX}h = GVA —= O. 
L'équation w — o est donc ramenée à une forme canonique 
se : dz - FR Pr11dXr+1 — Er PrdXn — — O0, 


et on en déduirait aisément les résultats précédents. 


REMARQUE. — Les propriétés de l'intégrale complété pourraient 


aussi se déduire très aisément de la méthode de Pfaff, comme pour 
une seule équation. Nous verrons au chapitre IV comment la 


seconde méthode de Jacobi se rattache à d’autres méthodes d’inté- 
_gration de l’équation générale de Pfaff. LS ; 


\ 


24. Remarques sur la méthode générale d'intégration. — Soit 


w — o une équation de Pfaff de classe 2m + 1; si l’on connaît une 


famille d’intégrales, définies par = relations distinctes, telle qu’il en 
| 5 P ; q 

passe une par chaque point de l’espace, on peut en déduire l'intégrale 

générale de l'équation. Soient, en effet, 


= 0s = 3 dm —" Gui 


les relations qui définissent la famille d’intégrales considérée ; si l’on 
prend un nouveau système de variables, tel que fi, f:, ..., f, fassent 
partie de ces nouvelles variables, l’équation w — o sera mise sous une 
forme canonique 


w = Fidfi +... + Frdfm = 0, + _ 


et par suite on pourra obtenir l'intégrale générale (n° 15-46). 

Ce résultat peut être généralisé. Etant donnée une équation de Pfaff 
w — 0 à n variables, supposons que l’on connaisse une famille d’inté- 
PER àn—r DIRensene. telle qu’il passe une de ces intégrales par 
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un point quelconque de l'espace, Ces intégrales sont définies par un 
système de relations distinctes . 


fa = Css fr Cr ‘ Lu 


et l’on peut encore, par un changement de variables, ramener l’équa- 
tion proposée à la forme 


DE X1dx: + X,dx» + tes + XrdXLr LT 0 ; 


les multiplicités intégrales connues My, sont alors représentées par 
les r équations 


T1 an 7 La = Co, ds as ne Cr. 
Nous supposerons d’abord que les rapports 


a. pe te 


forment avec æ, &+, ... tr un système de n fonctions distinctes, cequi 


exige que 2r— 1 soitau moins égal à n, et parsuiten— r ae 1, S’il 
en est ainsi, nous pouvons évidemment prendre r —r de ces rapports 
pour les variables ær+1, ..., æn, les autres rapports pouvant être des 
fonctions quelconques de x, ..., Dr end Tes 

Sur toute multiplicité intégrale M d'ordre À de l'équation w — 0, 
LA, Le, ,.. Er Sont des fonctions de À variables indépendantes 


Ti — Pi (WU, Ua, ..., Uh), L2 — Pas ..., Tr = pr; 


en remplaçant æ1,X», . .., Ær Par 91; ..., pr dans l’équation de Pfaff, et 
en égalant à zéro les coefficients de du, dus, .. ., dur, on obtient un 
système de À équations avec n — r inconnues Tr+1; ..., Ln. Ces équa- 
tions sont compatibles, quelles que soient les fonctions 9, o, ..…., Pr, 
Pourvu que À soit inférieur ou au plus égalèn—7r, Sih—=n —?, 
FrH, ..., Æn Seront déterminées dés que l'on aura choisi les fonctions 
Pis Pas ..., Or. Si h nn — r, les variables Tri: æh devront vérifier À 
équations seulement, auxquelles on pourra adjoindre n — r — h relations 
choisies arbitrairement. En résumé, dans l'hypothèse considérée, on 
Pourra déterminer, sans aucune intégration, toutes les multiplicités inté- 
grales de l'équation de Pfaff, d'ordre inférieur ou au plus égal à n—r. 
Il n’en est plus de même lorsque les rapports &, Rhone 
1 1 
AVEC Ti, Ve, .., &r un système de r + s variables indépendantes 


(+ s< n). On peut supposer alors que ces rapports dépendent seule- 
ment des variables æ4, . .» Tr; Cr4A1, .., Cris, et écrire l'équation 


o = di + pad +... + ordtr = 0, 


LV 


= 


bb du + Le di 


{ 


a 


4 
: 164 
à 
A 

b 


a Sd tee à A Se ed D |. 


Sc pé à ddt or à nine. “taie os nent dr dé de os à 


pa à L né dép des. + CÉe de ee de CC sé, 


} 
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s des coefficients gi étant égaux aux variables &r41, ..., Xr+s, L’équa- 


tion w —o étant mise sous forme canonique, il & figure seulement y 


variables canoniques 1, y, …., 4. qui peuvent s exprimer au moyen 
THÉ Liirsn es Dre | 


VE — Pis a Lr+s), … J . .….. Lr+s); Je r + S, 


et les relations 


\ _ 


Pi(u, .., Lr+s) Be Gé, ..) PR CEE …., Lr+s) nd 


7 


représentent des multiplicités caractéristiques à n — 7 dimensions de 


_ Péquation w — o. 
Soit Mr-r l'intégrale à n — r dimensions représentée par les relations 


F Li. = "Li, +.) Lr es Cr), 


et Mn-r-sla multiplicité à n—7r—$ dimensions située sur la précé- 
dente, dont on obtient les équations en adjoignant aux nd ie les $ 
équations 

DrAA EL T4 1; ee Cri se 


{ \ 
Cette multiplicité Mn-r-s est située sur la multiplicité caractéristi- 


que définie par 80 relations 
Pts, Las... Drts) = Pifat, …, Cürps), (1,2, ss Yh 


et la multiplicité intégrale M»_r considérée a donc en commun une 
multiplicité Mn-r-savec la multiplicité caractéristique issue d’un 
quelconque de ses points. C’est donc un lieu de multiplicités àn—r—s 
dimensions dont chacune fait partie d’une multiplicité caractéristique. 
Les multiplicités intégrales Mr_ de cette espèce ne sont donc pas les 
plus générales parmi les multiplicités intégrales à n— r dimensions, 


et le résultat obtenu dans la DORE hypothèse peut s’énoncer Comme 


il suit : 

Soit w —o une équation de Pfaff à n variables, dont on connaît une 
famille d’intégrales Mn-r à n — r dimensions. Si Mn-r na aucune mul- 
tiplicité commune avec la multiplicité caractéristique issue de l’un quel- 


conque de ses points, on peut obtenir sans aucune intégration toutes les” 


intégrales de l'équation w — 0 ayant au plus n — r dimensions. 
Cette proposition généralise une propriété évidente de l'équation 


x 


-.  dg — fdxs — pidæe — ... — Ont = 0, 


à 2n variables (4, .. æXh; £, pa, ...s Pn) 3 ON connaît a priori une famille 


d’intégrales à n — 1 dimensions, définie par les relations 


POS CT le 2 Co, ….) EYES —= ( TZ — ne 
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qui n’est pas composée de caractéristiques ; on peut donc obtenir sans 
intégration toutes les intégrales ayant au plus n — 1 dimensions. On 
peut faire la même remarque pour l’équation (26) à laquelle conduit Le 
problème de l’intégration d’un système d’équation aux dérivées par- 
_tielles du premier ordre. | 

De même, si l’on connaît une famille de courbes intégrales, l’équa- 
lion de Pfaff peut être ramenée à ne contenir que n — 1 différentielles : 


© = X1d2 +... + Xn_1dXn—1 =0; 
si les rapports e dépendent d’une autre variable æ,, on pourra obtenir 
x | 


sans aucune intégration toutes les autres intégrales à une dimension de 


l'équation de Pfaff.Il n’en est plusde même si les rapports & ne dépen- 
k 


dent que des n — 1 variables æ4, do, ..…, Æn—1; dans ce cas, les courbes 
intégrales æ — C4, ..., Xn—1 — On 1 sontsituées sur des multiplicités 
caractéristiques. 

Lorsque la somme r + s est inférieure à n, la conclusion précédente 
ne s’applique plus, mais l’intégration de l’équation w — 0 est ramenée 
dans ce cas à l’intégration d’une équation à un nombre de variables 
inférieur à n. Il y a donc une simplification du problème. Si le nom- 
bre s a sa valeur maximum r— 1, l'équation est ramenée à une forme 
canonique, et l’intégration est immédiate. Si s est inférieur à r—1, on 
peut encore, en opérant comme tout à l’heure, trouver toutes les inté- 
grales à s dimensions au plus dans l’espace (21, +, .…., &r4s), etil leur 


correspond des intégrales à n —r dimensions au plus dans l’espace 


(1, &, .…, &y). La méthode fournit donc de nouvelles intégrales, sauf 
dans le cas où s est nul. L’équation w — o ne renferme alors que les r 
variables 1, Le, .…, ær. 
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22. Définitions et notations. — La théorie des formes 
linéaires de différentielles peut être généralisée de plusieurs façons. 
On peut tout d’abord, en restant au point de vue purement algé- 
brique, considérer des formes d’un degré supérieur par rapport 
aux différentielles, par exemple des formes quadratiques 


2 


Y'Axdridrr, RER = NE R STE) 


comme celles qui interviennent dans l'étude de la déformation des 


surfaces, ou du problème analogue pour les variétés d'ordre quel- 
conque dans un espace à n dimensions. Ces formes sont de vérita= 
bles formes algébriques par rapport aux différentielles ; quand on 
effectue v un changement de variables 


(1) | Li Qi(Yas Ye +) Yn) EE 2, 4, R), 
as as +. Yn Étant les nouvelles variables, on doit remplacer dans 
la forme quadratique chaque facteur dx; par 


sr dpi tr fe Tr 


et appliquer ensuite les règles ordinaires de la HPANICAUER Le 


brique à chacun des produits dr;dxs. ‘: 


Mais on peut se placer à un autre point de vue. Si « est une 


() Auteurs à consulter : 

H. Poincaré. Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (tome III) ; Sur 
les résidus des intégrales doubles (Acta Mathematica, tome IX) ; re silus 
(Journal de l'Ecole Polytechnique, 1895). 


E. Carta. Sur certaines expressions différentielles el le problème de Pfaff 


(Annales de l'Ecole Normale, 3° série, t. XVI, 1899). 
E. Goursar. Sur certains systèmes d'équations aux ‘différentielles totales et sur 
une généralisation du problème de Pfaff (Annales de la Faculté des Sciences de 


_ Toulouse, t. VII, 1915). 
Buraui-Forri. Introduction à la géométrie différentielle, suivant la méthode. 


de Grassmann (Gauthier-Villars, nc 


: 


Æ à 
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forme de Pfaff, I — Î w représente une intégrale curviligne éten- 
G 


due à une courbe C de l'espace à n dimensions. Si, au lieu d’une 
‘intégrale curviligne, on considère des intégrales étendues à des 
multiplicités à un nombre quelconque p de dimensions de 
l’espace à n dimensions, on les représente par des symboles où 


figurent sous le signe d'intégration des sommes d'expressions 
telles que 


Pme NO AR RER Er 
et le produit dx,dx,, … dx, n’est plus un produit algébrique 
au sens propre du mot, mais un produit symbolique pour lequel 

les règles du calcul sont toutes différentes des règles ordinaires du 
_ calcul algébrique. Ces règles, que nous allons rappeler, se dédui- 
sent naturellement de la signification Rene à ces produits 
Non 


- Considérons d’abord, dans l’espace à trois dimensions, une inté- 


grale de surface I =f fa (x, y, 2) dxdy étendue à un côté 


déterminé d’une portion de surface Ÿ, telle. que les coordonnées 
d'un de ses points s'expriment en fonction de deux paramètres 
(u, v). Soit R la région du plan (u, v) qui correspond point par 
point à la portion de surface Y: AAUSEAE de surface I est égale à 
l'intégrale double ordinaire 


‘e D(æ, y) 
= f fs (æ, y; 2) Da, 0) dudv, 


étendue à la région R. Il résulte immédiatement de cette nouvelle 
expression de l'intégrale qu’elle change de signe quand on per- 


D(x; y) , D(y,x) 
D{u, v).  D{a,v) 


Je Adxdy Ji Adydx = 0, 
2)' 2) 


les deux intégrales étant étendues au même côté de Z > ; ce que l’on 
peut écrire sous forme abrégée 


(2) _. dxdy = — dydx. 


{ 


_mute x et y, puisque = 0; On a-donc: 


pri 


fa 
Æ 


Les Un 


RE à 
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Le ue symbolique dxdy HA a de pne quand on 


permute les deux facteurs. 
Cette règle d'apparence paradoxale est, comme on le voit, une 


conséquence de la signification même du produit dædy. D'une 
façon générale, si l’on adoptait la notation ab pour représenter le 


pa , il est clair que l’on aurait ab “ ba —= 0. 


Considérons maintenant une variété E, à p dimensions de 
l’espace à n Re ous et soit 


I ar tra) dns ae 


L 


s 


une intégrale multiple d'ordre p étendue à cette variété (pour sim- 


plifier les une nous n’écrirons qu'un seul signe 1 , Ce Qui ne 


peut entraîner aucune ambiguïté). | | 

Supposons que les coordonnées Lab Le CT Fe de E, 
s'expriment au moyen de p paramètres indépendants u,,u,, .….,u, 
RE façon que la variété E,, corresponde point par point à un 
certain domaine R, de l'espace à p dimensions (4,, u,, …, u,). 
L'intégrale I est se à une intégrale multiple ordinaire étendue 


au domaine ie 


é > pe Erin D(a Ds... 2) UNS De dupe 
. Ua, ..., STÉTE ARR Ne À 


où D dn RES ex doivent être remplacées dans F parleurs expressions 
au moyen de w,, us, .…, u, (op Quand on échange deux facteurs 
consécutifs dans le A dx,dx, .… dx,, on voit encore que 
ce Hour change de signe et, par ue quand on permute 
d’une façon quelconque les facteurs du produit symbolique 


| 


 ({) Quand on permute les variables auxiliaires w;, le déterminant peut 
changer de signe, les deux signes possibles correspondant aux deux côtés 
d’une surface dans l’espace à trois dimensions. Nous supposerons que cet 


_ordre a été fixé une fois pour toutes. | 
Pour tout ce qui concerne les propriétés des intégrales multiples d'ordre 
quelconque dans l’espace à n dimensions, je renverrai le lecteur aux Mémoi- 
res cités plus haut de Poincaré, . 


dx,dæ, HO AICE produit ne change pas de signe ou change de: 
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signe, suivant que cette permulalion peut être obtenue par un 
nombre pair ou un nombre impair d’ conte entre deux fac- 
teurs consécutifs. 

Tout ceci s'étend évidemment à tout produit symbolique de la 
forme 


(3) Fdx, des, .… dx 


Xp? 

Lys Los +, A étant p nombres entiers différents, pris parmi les 

n premiers nombres, si on n'étudie que des intégrales dans 

l’espace à n dimensions. Si l’on range ces indices dans un autre 
. ' ! ! | : : 

ordre (x',,@',, .…, æ,), le nouveau produit symbolique 


Fdxy, dy, … La, 


est égal au premier, ou égal au premier changé de signe, suivant 
que les deux permutations (a, a, .…, a), (d'ys Ces +.) d,) SON de 
même classe ou de classes di He 

Il résulte aussi de la définition que {out produit symbolique (3), 
où deux indices sont égaux, est identiquement nul, car le déter- 
minant fonctionnel 


a deux lignes identiques. 


Les expressions symboliques telles que (3) seront appelées des 
expressions monomes; F est le coefficient, dx, day, .… dLy, eSt 


l’analogue de la SR littérale dans un monome AU er ordi- 


naire. 
Plus généralement, toute PL nd ne variété 
d'ordre p de l’espace à n dimensions est représentée par la notation 


= fu, 


où w est une expression de la forme 
(4) o = YA y ll lgg ++ ÉLy s 


les coefficients An, ... «, étant des fonctions des n variables 


js 


VENT GS 


ar 


MY EN à dr Ava», Si aies eue 
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Bis Moses LE, 6 la sommation étant étendue à toutes les combi- 
nAISONS , us # indices p à p. Nous dirons que w est une forme sym- 
bolique de différentielles de degré p. 


Il est clair que le degré d’une forme symbolique ne peut dépas- 


ser le nombre n des variables, et que toute HS symbolique de 


CEE n se réduit à un seul terme 
On peut supposer par exemple que, dans chaque combinaison, 
les indices sont rangés par ordre de grandeur croissante, mais 


cela n’est pas nécessaire. Quand on est amené à changer l’ordre 
des facteurs dans un produit symbolique tel que dx, dx, … Tps 


le coefficient correspondant doit être changé de signe si la permu- 


tation change de classe. À chaque combinaison d'indices D'At0: 
correspondent donc pl'fonctions A, a, a, quine peuvent diffé- 


rer que par le signe, deux fonctions À, 4, ay Et Ag og! +++ dy Stan 


égales si les deux permutations (x, «,, …, a) et (a,, «',, …, x!) 


sont de même classe, et de signes différents si les deux permuta- 


tions sont de classes différentes. 
Cette remarque trouve son application dans la réduction des 
termes semblables, c’est-à-dire des termes où figurent les mêmes 


différentielles, à l’ordre près. On peut toujours ramener les termes 


semblables à contenir les différentielles écrites dans le même 
ordre, en changeant, s’il est nécessaire, le signe de certains coeffi- 
cients. Cela fait, on peut ensuite remplacer tous les termes sem- 
blables par un seul, dont le coefficient est égal à la somme des 
coefficients de tous ces termes semblables, Par exemple, on a 

È Adxdydz + Bdydszdæ + Cdxdsdy —(A + B— Cdxdydz. 

La somme d’un nombre quelconque de formes symboliques de 
degré p est une forme symbolique du même degré dans laquelle 
on pourra réduire tous les termes semblables à un seul, en appli- 
quant la règle précédente (°). 


Remarque. — On pourrait ainsi convenir que, dans le second . 


membre de la ee (4), la sommation est étendue à tous les 


LA 


(:}. Une forme est dent nulle lorsque, après réduction des termes 
semblables, tous les coefficients sont nuls. 


du th EC Vider AU: OT SEE CE DR ASE TRS ARR RD ET RS A AO ON AN ee a MERS en des DE en Le 
Ep 4 \ u dy Seat! K CL À TU ; NE d: 210) SUN NC EU 12€ PME Lo 4 PTS bre A ” 4 NET du 4 LS v ed 
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arrangements p à p des n indices, en tenant compte des relations 
qui existent entre les coefficients correspondant à une même com 
binaison. Il est alors entendu que chaque produit 


est mis à la place de 


2 
Pen te ts du,du, … du 


Uy, Uos ..., U, étant p paramètres auxiliaires. La somme des ter- 
mes qui se déduisent de l’un d’entre eux par une permutation dans 
l’ordre des indices est bien égale au produit 


Dir 2 FIRE 
EVA . . Up «4° A9? 4 Xp) du,du, ... du,. 
LIN: CU er ; 
2 p 


On se sert aussi quelquefois de p systèmes différents de diffé- 
rentielles, chacun d’eux correspondant à une des variables auxi- 
liaires. Par exemple, une forme du second degré 


Di D Axdridær 
_s’écrira aussi, avec deux systèmes de différentielles, 
à —= d'A (drdTr — drrdti), 


la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des n indi- 


ces deux à deux. 


23. Changement de variables. — Considérons d’abord le 
produit symbolique dx,dæx,, et cherchons par quelle forme sym- 
bolique on doit le remplacer quand on remplace les variables x; par 
de nouvelles variables y; liées aux premières par les relations (r). 

Si les nouvelles variables y; sont remplacées par des fonctions de. 
deux paramètres auxiliaires u, v, les variables x; se changent \ 
aussi en des fonctions de ces paramètres, et le produit dx,dx, doit | 


être remplacé dans tous les calculs PRET dudv. Mais on a, 
( ; 


d’après les formules classiques du changement de variables dans | \: 


\ 


1 
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PE 
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D(x:, La) ET à 


dyidyi AE 


les déterminants fonctionnels, 


D(a, v) 


v) 


Yi 


ment de variables, on a 


» Tp) __ 


EE T9» .… 


Dr, 


+. Up) HE 


D(x, La) 
P{yë yk 


D\rivt D(yi, yx) 
md D(yis yx) 


dudv par dyidyx, 


D (u, v) 


) dyidyr. 


? 


dyidyr + dyxdyr= o. 


qui à pour coefficient et un terme en dyxdy: qui a pour 
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la sommation étant étendue à toutes les combinaisons deux à deux 
des indices #, k, qui peuvent varier de 1 à ». Cette formule peut. 
encore s’écrire, en multipliant les deux membres par dudv, et 


D (yi, yk) 
Da, v) 


C'ést le résultat que l’on obtiendrait en Put le produit des 
deux différentielles “e et dx, 


| ts 


(ae dy; + 55 dys 14 Se + 5% dyn) ELA +... se dy.) 


suivant les règles Habtttetiés du calcul algébrique en ayant bien 
soin d'écrire dans chaque produit partiel les facteurs dy; dans 

l'ordre même où 1ls se présentent, puis en tenant compte des 

‘ règles spéciales au calcul symbolique, c’est-à-dire des égalités 


Pl est clair en effet que: dans ce produit, il y a un terme en Pre 


‘ 


coefficient : À! es . La somme de ces deux termes est: bien égale à 
Yle 8, 0 (4j sité 


Le raisonnement est général. D’ après les rate du change- 


pe La +. Lp) D(yi, VLEREETR y) 


, DUYë se …. Y) D Cu Ua, ……., Up). 


= 


la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des n indi- 
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ces p à p. En multipliant les deux membres de cette de par 
du,du, .… du,, elle devient 
D(æ1, T9, +. æ ) 
D). dis 0m EE y; 
6) PA TP é À, D (yi, yk, …, y) FRE dy 
C'est encore le résultat que l’on obtiendrait en effectuant le pro- 
duit des p différentielles 


__ 91 9?1 
pen RU l + ,.. + ous dan 


Pi RIRE SE dy, 
#4 dYn 


; dR = dy Four ms 

d’après les règles ordinaires du calcul algébrique, en ayant soin 
d'écrire les facteurs. dy: de chaque produit partiel dans l’ordre où 
ils se présentent, et en n’écrivant pas les produits partiels où figure- 
raient deux facteurs dy; égaux, puis en réduisant les termes sem- 
blables comme on l’a expliqué au numéro précédent. 

La méthode est la même pour une forme quelconque de degré p. 
Il suffit d'appliquer larègle à chacun des monomes, puis de réduire 
les termes semblables. 


84. Produits symboliques. — Considérons d’abord deux 
formes symboliques réduites à deux monomes 


D Adx, dxy, site &g —= = Bdxg,dxp, … dx8, 


de degrés p et q respectivement. Nous appellerons produit symbo- 
lique des deux monomes op, wg, et nous Dh Par wpwg le 
monome 


opog — ABdx, dx, GANLE CIRE dag, ; 


obtérru en prenant pour ent le produit AB des deux coeffi- 
cients, et en écrivant dans leur ordre tous les facteurs dx; de og à 
la suite des facteurs de w. à 

IL.est clair que ce produit w,ÿyw, sera cm nul, si lune 
des différentielles dx; figure dans les deux monomes Op; Wg etdans 
ce cas seulement. | 


ner 


1 

1# 
4 
# 
À 


0 re me ge 08 mme 0 


dr She Dames 


dé 
er dr 


L' EAT S 


x 


ee 
ts 


ic: 


tt nent US en à ee 


CHAPITRE I. — nd ou don DE DIFFÉRENTIELLES. 91 


Considérons maintenant deux Rent quelconques, de degrés p 
et qg Deep | 


Up — = DA .. ap Ta LT .…. AL 


et imaginons qu’on effectue successivement le ae, de chacun 


des monomes de w, par chacun des monones de w, d’après la règle 
précédente, puis qu’on fasse la somme de tous les monomes obte- 


nus, en réduisant les termes semblables. La nouvelle forme ainsi 


obtenue est par définition le produit symbolique SEE pis formes 
Wp, 07, et se représente par Wpbg; 


[ 


ue D ee . apP8,8; réa PT be dt, AT, re dtp,- 


Il est clair que ce produit symbolique est de degré PT; on 
aura donc wpwy — 0, si la HA + g est OS à n, puis- 


qu'iln’y a quen facteurs dx; différents. 


f 


La multiplication symbolique est évidemment une opération 
distributive ; on a RES &, 
o,(0, + w3 + M her ht Duo ou EDR Cu 
_( ïe CRICA + w,)— ds 54 0,0, + &,0;, in 04. 


Mais opération n'est pas commutative. et on échange les 


deux facteurs wp, wg du produit symbolique, on voit facilementque 
chacun des monomes de ce produit est PURES par (—1}9;ona 
donc 

Gr dog = (—1 Togo. 


, Si les deux nombres p et g sont impairs, on a 


(6) AE _ Opog + wgüp= 0; 

si l’un des nombres p ou q est pair, on a, au contraire, | 4 
11 j — 

(6) ; D'NT Mer ete Cle de 


Supposons en particulier wg — wp ; si p est impair, la relation (6)' 


: : LE $ \ AE! 2 ‘ ' À pe 2 , 9 y ' £ ÿ 
prouve que le produit w,.0, = (w,)? est nul. Le carré d’une forme 
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symbolique de degré impair est donc. PC nul identique- 
ment. 

Le produit symbolique d’un nombre quelconque de formes sym- 
boliques op; gs r, +. Se définit de proche en proche comme le 
produit algébrique d’ un nombre quelconque de facteurs. Par 
exemple le produit wpwgor s'obtient en effectuant d’abord le produit 
symbolique wpwg, et en multipliant ensuite ce produit par w,.. Il est 
clair qu'il faut ici tenir compte de l’ordre dans lequel on écrit les | 
facteurs, à moins que tous ces facteurs ne soient de degré pair. 
Supposons que, dans le produit symbolique 


D — W,0, ...0,,, 


e CE e Æ ' , s, | 14 
nous intervertissions deux facteurs D My de degrés p et q respec- 


tivement, séparés par plusieurs autres facteurs dont la somme des 
degrés est égale à 7, r étant nul si les deux facteurs os ©, SOnt 


consécutifs. Pour faire cette opération, on peut faire passer w, 
devant ou puis faire passer », à la suite des autres facteurs qui 
séparaient o et w,. Il est clair que. cette opération revient à faire 
une reine substitution sur les rangs des différentielles d’un 


quelconque des monomes qui figurent dans le produit symbolique. 
Pour faire passer w, devant o, On à à effectuer en tout g(p +r) 


échanges entre deux facteurs Li consécutifs dans chacun de ces 
monomes : ; pour faire passer ensuite o, à la suite des facteurs qui 


précédaient o., 11 faut faire de nouveau pr échanges de deux fac- 


teurs dx; consécutifs. Le produit symbolique est donc multiplié 
par NES | 
— 1) +) pr = (— 1)9p+rlp+9) ; 


s'il n ‘yapas plus d’un facteur de degré. impair dans le produit 
symbolique, un seul des trois nombres P + q{, pq, r peut être 
impair, et le nombre pq + r(p + q)est toujours pair. Dans ce 
cas, le produit symbolique est indépendant de l’ordre des facteurs. 
Si les deux nombres p et q sont de même parité, p + q est pair, 
et pq est pair ou impair suivant que p et g sont tous les deux pairs 
outous les deux impairs, Donc, quand on échange deux facteurs 


Re A 


Mn ES à dE de ni 
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dont les degrés sont de même parité dans un produit symbolique, 

ce produit ne change pas si ces facteurs sont lous les deux de degré 

pair, et il change de signe s'ils sont tous les deux de degré impair. 
Il en résulte que {out produit symbolique, qui renferme deux 


.J'acteurs identiques de degré impair, est identiquement nul. Car 


ce produit doit changer de signe, quand on échange « ces deux fac- 

teurs. * | 
La puissance mi" symbolique. d'u une forme + est le produit sym- 

bolique de m facteurs identiques à w. Toute puissance d'une forme 


de degré impair est, d’après ce qu’on vientde voir, édentiquement 


nulle. I] n’en est pas de même.en général des puissances d’une 
forme de degré pair. Supposons s'écrit sous la forme 
L'AUTRE \ 


, ’ 


D die ER Mrs 


643 ©9, +, ©, étant des monomes. Comme le carré d un monome est 


toujours nul, on a 
"a (0) % + 0,0, +. + 0,0, + 0,0, + …. + 06, ,0,) 


car le produit de deux monomes dé degré pair est indépendant de 
l'ordre des facteurs. On a de même | 


TESTS PE , af 
— 4 du + 0,0, + +0, 20, 10m) 


et d’une manière générale, w? s'obtient en multipliant par p! la 


somme de tous les produits p à p des r monomes w,, w3, .…., we 
Pour justifier la définition d’un produit symbolique de plusieurs 
formes, il est essentiel de démontrer que cette définition.est indé- 


pendante du choix des .variables indépendantes. En termes plus 


précis, soient w,, w2; .…, »,, plusieurs formes et w leur produit sym- 
bolique. Si l’on fait un changement de variables quelconque, les 
formes w4, w3, ..…., w,, Se changent en de nouvelles formes 5,, 5,, .… 
D, w Se change en 5, et l’on a encore entre ces formes la relation 


D — WiDo9 "ie LP 


Cette propriété, qui joue un rôle capital dans la théorie des for-, 
mes symboliques, est encore une Ne ie des formules Fo 
changement de variables. NRA ELA AE 


PA NET E RUE No te 
FY,) , #S pu pe 
é 
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Puis simplifier l'écriture des formules, SORA d’abord 
deux formes monomes 


by, = AdT/OLUR., a, == Darv,dr:, 
et leur produit symbolique 
o— ww, = ABdzx,dx,dx,dx,dzx., 
les coefficients A et B étant fonctions de n variables indépendantes 
Lys Las +.) Le En introduisant un nouveau système de variables 
Yas Yes +. Yu ©, Se change en une nouvelle forme | 
D(xs, ds, ds) | 
5, — À dyrdyidy;, 
a 2,5 D(y»; Yi yj) PREAES 
la sommation étant re à toutes les RSR 3à3 desn 
indices ; w, se change de même en une nouvelle forme 


 D(xs, 7) 


d 
s D(yrs D Dune 


FRESe 


la sommation étant PAR à toutes les combinaisons des n indi- 


ces 2 à 2. Dans le produit symbolique 


CES AB 2,5 LL a, al ren dyndyidy;dyxdyr, 


D(yr, yi, yj) 4 D(yx, y) 


le produit ee se no e évidemment plusieurs fois. 
Calculons par exemple le coefficient de ee Si nous 
posons pour abréger 


Dia, as mi MR bre en 
h =, [eq Cet) 
GE JE D{yn; yi, yÿ) Le D(yx, y) ? 


ce coefficient est égal, il est facile de le voir, au produit de AB par 


la somme 


(1,2, 3)L4, 8] — (a, à, 4) [3, 5] (a, 2,5) (8, 4] (184) 2,5 
— (1,3, 5)[2,4] 4 (1,4, 5)[2,3] — (2, 3, 4)[x, D] + (2,3,5)[1, 1 
or (8 4,5)01, 8128406) [re] 
Or cette somme est égale, d'après une propriété connue des 
déterminants, au déterminant 


D(x1, To, l3, Lys Lys) 
D(71,,Y2 Yes Yys Y5) ? 


L' pu 


+ 7% “Yen 2er \r ge 


Mo ed dd 
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et on démontrerait de même que, quelle que soit la combinaison 
d'indices (4, à, j, k, l),:le coefficient de dyxdy:dy;dyxdyr dans le 
produit symbolique ww est égal à 


D(æi. 2, Lys Lys Lx) 
D(yn, Yi, Yj, y yt) 


On a donc pour ce produit symbolique l’expression 


D(x, Los L39 Lys Ds) 


m0, —= AB 
Le a er DU Vi Yi Vs UD) 


dyndyidy;jdyrdyr. 
Or le second membre n’est autre que la forme symbolique & 
déduite du produit & —w,w, par l'introduction du nouveau Si 


tème de DES On a donc bien 


D — DID, 


2 


et la démonstration s'étend évidemment au produit de deux mono- 
mes de degré quelconque. Si les deux monomes w,, w, ont une diffé- 
rentielle commune dx;, le produit » est identiquement nul. Il en 
est évidemment de même du produit symbolique 5,5,, Qui con- 
tient deux facteurs identiques du premier degré. - 

Il est à remarquer que la règle du changement de variables 
(n°23) dans le monome Adz,, 127 dre, revient à effectuer le pro- 


duit symbolique obtenu en donbieant dx. de, , Par leurs 


expressions développées. 


Considérons maintenant deux formes quelconques 


Lo open te ee 
has istper + + Q,, 


w;, Qz étant des monomes, On a 


Soient w, m5, Go, ..., me Il, Il, I... Ir, Ce que deviennent les for- 


MES ©, G4, .., Om ra 0,7. 0 par l'introduction d’un nouveau 


système de variables ; 


D = Gi + © + + + wm), 
HE Ds 40 40m 
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Le produit w;Qz se change en 5:11, et par suite le produit wQ se 


change en l'expression 
m J 


D > ill , 
TN EE Ve 

qui est identique au produit (5, . + Sn )(N, +... + 117) des 
deux formes transformées. Le ou est donc vrai pour le 
produit de deux formes quelconques. Par un raisonnement bien 
connu, on en conclut qu'il est vrai aussi pour le produit d’un nom- 
bre quelconque de formes. 


. Application.— Nous dirons que p formes linéaires js O9 +.) Op 
sont indépendantes lorsqu'il n’existe aucun système de coefficients 
ls 5 +, À, dont l’un au moins n’est pas nul, tel que l'on ait 


nb: 


(7) Lo, + ku +. NAS RAR 


’ 


Pour que le produit si symbolique de pformes linéaires soit nul, 
il faut et il suffit que ces p formes ne soient pas indépendantes . 


10 La condition estsuffisante. — Supposons en effet queles p 
formes 4 ©9) +, ©, Vérifient l'identité (7), le coefficient À, par 
exemple n'étant pas nul. On peut alors écrire cette relation 


Op — HO + Hoûs + + Up Op 0 
et le produit 


2. dj — 010, 0, (yo, “pe 2% SEA a ST: 


est nul, car chaque produit partiel contient deux facteurs linéaires 
identiques. 


20 La condition est nécessaire. — Supposons d’ Roca que l’on 
ait n formes linéairement distinctes 


w = a}, d?, HE dns TE ane) n)s: 


le déterminant 


di is lis 
(#} Œo (#1 
21 42 2n 
Ne 
doi le Zn 


È est alors différent de zéro. On vérifie aisément, d’après la règle de 

Z la multiphcation symbolique, que l’on a 

£ BRU D — — Adx,dx, Le des 

È ” et par suite le produit 10, .… ©, N'eSÉ js nul. 

a Si l’on a p formes linéaire w,,02, …, w,(p<Cn) Rte on 
ù peut toujours leur adjoindre-r — p autres formes w,,,,...,w, for- 
3 mant avec les premières un système de r formes linéairement 
È __ distinctes. D’après ce que nous venons de voir, le produit w,w, ….w, 
E n’est pas identiquement nul. Il en est donc de même du produit 
È W1@o ce pe | 

+ 25. Diviseurs linéaires d’une forme. — Une forme sym- 
4 bolique Q est dite divisible par une autre forme w, s’il est possible 
É.. de représenter la forme Q par un produit symbolique dont w est un 
4 7 des facteurs : @ — Q,w; la formewest alors un diviseur de @. Ilest 
L toujours possible de reconnaître par des calculs linéaires si une 
È __ forme donnée Q est divisible par un autre forme donnée w ; soient 
d en effet petp—r les degrés de ces deux formes. La forme Q, 

1 . doit être de degré r, et les coefficients inconnus de cette forme 


doivent satisfaire à un certain nombre de relations linéaires que 
l'on obtient en écrivant que les coefficients des mêmes termes dans 
le produit symbolique Q,w et dans Q, sont identiques. Nous allons 
nous occuper en TR de la recherche des diviseurs du pre- 
mier degré d’une forme. 


Pour que @ soit divisible par une forme tre w, il faut etil 
suffit que le produit Qv soit identiquement nul. 
Il est évident que la condition est nécessaire, car le produit 


LE dr sel “ct ms hs Dé A 


symbolique Qw contient alors deux facteurs identiques du premier 

degré. Pour démontrer que la condition est suffisante, supposons 

que vw contienne dx,, de telle sorte que l’on 1 puisse exprimer dæ, 
au moyen de dx,, dx; . Ty 4) ©, 


dx, = aw + CU LT +. + nn 2) à 0. 


‘wets'écrire. l : 
| .Q = Q,. + Oo, 
0e Q, étant deux nouvelles formes qui ne renferment que 


G. Prob. de | fl 
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_ La forme Q peut alors s'exprimer au LEE de dæ,, ere dy 4 
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dx, dx,, …, dx, ,. Le produit Qw — Q,w ne peut être identique- 
ment nul que si la forme Q, est elle-même identiquement nulle. 


Soit en effet 
Lo … AT] 


un terme quelconque de Q, ; le coefficientde dx;dxy … dxidæn dans 


le produit symbolique Q,w est égal à EUR , et par conséquent ce 
œ 


produit ne peut être nul que si tous les coefficients A; sont 
nuls. La forme 9 est donc égale au produit symbolique Q@w. 

Pour reconnaître si une forme Q de degré p à n variables admet 
des diviseurs linéaires, on cherchera à déterminer n coefficients 
Os % …, à, de telle façon que le produit 


Qù — (a, dt: + a dt, + ..… + a,dx,) 
soit identiquement nul. Comme ce produit est de degré p + 1, on 


aura en tout ID ee (Cp à équations linéaires et homogènes 


NP) 


pour An a coefficients «i. Si ces équations sont incompa- 
tibles, la forme Q n’admet pas de diviseur linéaire. Lorsqu’elles 
Sont compatibles, elles admettent 7 systèmes de solutions linéaire- 
ment distinctes, et par suite la forme Q admet r diviseurs du ee 
miér degré w,, w,, . . Or, linéairement indépendants. 
La forme Q en alors divisible par le produit symbolique 
%102 ... or, ainsi qu'il résulte de la propriété suivante : S% une 
Tan 2est divisible par k facteurs ( k< n) du premier degré 
.%4s Wa, +, k, linéairement distincts, elle est divisible par le pro- 
duit wjv, .…. og. : | 
Il nous suffit évidemment de montrer que si le Hésate est 
établi pour # — 1 facteurs MES il est vrai aussi pour Æ fac- 
teurs. Soient 


Dj = Qu, + ..… + aindEn Cv: k) 


k formes linéaires indépendantes ; tous les déterminants d'ordre 
déduits du tableau 


Me Axe sa XRn 
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# SO 
ne peuvent être nuls à la fois. Nous supposerons par exemple que 


le déterminant 


Ai Aro MeNRER 
n’est pas nul, de sorte que dx, dx», .…., dxx peuvent s'exprimer 
| linéairement au moyen de 64, We, ..., 0x, dÆx+44, , En. 
Soit maintenant Q une forme telle que l’on aït à la fois 
Qw, — 0, Qw,—0,.…., Qwz —0; 
nous voulons neutres que @ est divisible par le produit symbo- 
_ lique 0, … w4. Le théorème étant admis pour k — 1 facteurs, on 


1 


a de 
Ê == W10 Uni à 


_et la forme 9, peut s’écrire à son tour 
o, où Qog + @,, 


Q, et Q, ne Re ten que les différentielles darts, : Re PTE et un 
via quelconque de Q, étant CET par une des formes 
&,, ..., Wp_1. On a donc | 
TO — 0, a wr_1(Q, + Qu), 
Qwy = w 102 LR wk1Q We 
: Pour que Qog soit oi nul, il est. nécessaire que Q: 
soit identiquement nul. Soit en effet 


| ue RS > Aÿ..1dxidx) … Ti ee 


un terme quelconque de Q,, tous les indices #, 7, …, l étant supé- 


rieurs à 4. Le coefficient de dx, … dæxdxidx; … dx dans 0x 


est au signe près A;;..1A; il faut donc que l’on aït A;;..,, = o pour 
toutes les combinaisons d’indices, et par suiteona = 


… 


Q = LH 0,040, .…. Oy1uRe 


——— 


Il suit de là que, st une forme Q admet r diviseurs linéaires 


OR PT LR TT ml 
th / L EX © AD 
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distincts et r seulement w,, &,, …., wr, celle forme est égale à à un 
produit symbolique de r + 1 facteurs 
(8) L Q = COMONMOP PA LOT 
la forme Q, n'admettant plus de diviseur linéaire. 
Cette décomposition peut d’ailleurs être effectuée d’une infinité 
de manières. Si l’on pose en effet | 
Or = Gr + AroUs + + + Arrr, 


le déterminant des coefficients aix n’étant pas nul, on a 


CN Ai9 ,.… ir 
Goes sie ; Gzr 
ri (lo Mers Œrr 


et Q est aussi divisible par le produit 5,5, ... sr. EN, 


Remarque. — Soit à une forme de degré n— 1 à n variables ; le 


produit symbolique a(a,dx, + .… + a,dx,) contient un seul terme 


en dx,dx, … dx,. Ges coefficients à; sont assujettis à vérifier une 


seule relation linéaire ; il y a donc n — 1: diviseurs du premier 
degré linéairement distincts et, par conséquent, {oute forme Q de 


degré n — 1 à n variables peut être représentée par le produit 


symbolique de n — 1 facteurs linéaires (CF. n° 27). 


ExemPLe, — En dehors du cas que nous venons de citer, une forme 


symbolique quelconque n’admet pas en général de diviseur ie si 


ses coefficients sont arbitraires. : 
__ Considérons par exemple une forme du second degré à quatre varia- 
bles. 
Q = Awdridre + Asdaidzæs + A:,dæidx, + ris + Andes 
+ Audat3dXs ; , 


le ps (dx + asdXs + a3d23 + ads) as dio est AL à 
(A12z3 _ Au23%0 - A2s4)drt1d22423 
- (Aya — Ayyte + Agti)dtidr2dx, 
+ (Aus = Ausas + Aso)dæidrs:dr, 
+ (Asa, = At - Assadæidæsdx,. 


x 
AS, 
Matte y 
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Pour que ce produit soit nul, les énefRotene Aer a, 43, a, doivent 


VS ve vive 


vérifier les quatre relations s 
à - { Asa ee Auto de PASS = 0; 
| dei — Aus + Ausuy — 0, 


Asso — A VYCE + As3%,y ei 0. 


11 faut donc que le déterminant symétrique gauche - 


0 A2 — As A3 
— As ( FA 7 À; 
*A4s — A4; EE A3, 
= A3 A5 S A3, C0 


= — (AioA3; + AysAyo + AA)? 


æ 


APR aIE PA PE Aro 


ee 22 


soit nul. S'il en est ainsi, les équations (9) se réduisent à deux équa- 
tions distinctes, et la forme Q admet deux diviseurs du premier degré 

linéairement distincts. Il était évident a priori que si Q est divisible 

par un facteur linéaire, il en admet une infinité. Si l’on a mis Q sous. 

forme d’un produit symbolique 


SU UT 


a Q = 09, ISERE. a" 
On aura aussi . Re | | | Less SE Fe 
a= Quoi a Hw2>)(ka04 + H202), 
pourvu que les fonctions Ne À, Li, M2. vérifient la condition lp 
— dou = y re 2 = : 
On verra plus loin (Chap. VI) que, par un changement de variables 


convenable, on peut ramener un système de deux équations de Pia É RES 
quatre variables à l’une des formes suivantes | Æ, 


(D 2 dy — yadyi = 0, dys— ydyi =0, 
(D) | _ dy: =, dys — ydy=0, 
QI) dy =, Ty: 08) 


Lorsque le déterminant A est nul, la forme Q peut donc être ramenée, 
Da un changement € de variables, à L une des formes suivantes : 


… 


Q = K(dys Rte — ydyn), 
5 . A = Kdy:(dys — ydya), / 
FR, & Q = Kdyidy2. Bt 


26. Formes dérivées. — Soit 
Ée | = Des 6 eo Tu, rs dx, 


‘une forme symbolique quelconque de degré p. On appelle forme 


» 


da CR Er 
: PANNE 


ONRÉS CRAN + LATE CDN OMR SE a AT POS OL TE CT DEN RRETIE 
; Mar ce? Es ù 205 


— 1 
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dérivée de w, et on représente par la lettre w’ la forme de degré 

P + 1 définie par une somme de produits symboliques 

(10) w! — DA 4 2 Tr Vos … dx, . 
En remplaçant tous ces produits symboliques par leurs expres- 

sions développées, il vient 


fe 
w= Ph pd, dE, de, Li 


la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des n indi- 
ces p + 1 à p + 1. Les coefficients de cette nouvelle forme ont 
deux expressions différentes suivant la parité de p. Si p est pair, 
on a | 


II | 
( ) JL oae ... Ap+41 
A ap A, axpx "4 À, +14 ; Xp 1 
Eee CA Ta à Lan l D D 1 ee, — 
Re ee 
pH eu “ap 


avec des signes + seulement dans le second membre. Si p'est 
impair, On a 


_(r2) Mecs. .. Ap+1 
pi DA 
Le DA cr s.. Xp Au . App + CHA Xp+1%i .. ° Xp —1 
es dTX n dx .. dX ë 2 
Xp+1 Xi &p 


avec le signe + et le signe — alternativement. 
S1 w est une forme linéaire 


&O == À,dx, —- A,dx, + + A,dx,, : 


la forme dérivée w' a pour expression 


re D (2 — DAr )drrdæ: 
FE | 


DCR dTi | 


ou, en remplaçant dxndæ: par dxèti — dxdxr, avec deux systè- 
mes de différentielles (n° 22) 


&! — > ie es en (dxrdxi Fa dadtr). 
à, À 


DTR SO, 


7 RS 


De des RE, à ni nd FN e D MP és Éniinse à Le 1%" 4x Lu AS re 
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La forme dérivée w' d'une forme de Pfaff est donc identique, - 
au signe près, au covariant bilinéaire (n° 8). 
Nous allons montrer dans ce paragraphe que les propriétés 


essentielles du covariant bilinéaire s'étendent à la forme dérivée 


d’une forme de degré quelconque. Nous allons d’abord démontrer 
que w’ est un covariant de w, relativement à tout. changement de 
variables. Si avec des variables nouvelles Yi» Yes Yns la forme 
se change en s: 


RES ban dy. 


. 


la forme w’ dérivée devient, avec les mêmes variables, la forme s’ 


o! — Nate + en ce, I ay “7 IP à RE EX 


Prenons, pour simplifier l'écriture, une forme du second degré, 


et soient - FE | 
ü—= d'AxdridtR, D— D Bxdyidyr 
AA SE TS VE 
deux formes symboliques qui se déduisent l’une de l’autre par un 
changement de variables æ;— œi(y;, ÿ2, +. Yn). Supposons que 


Yas Yes ses Yns t par Suite TL, L,, ...,Æ, Soient exprimées au moyen 


de trois paramètres auxiliaires u, De Les formes w et « devien- 


nent respectivement 


CE | D(xi, TR) Dxi, tr) D(xi, æh) 
o= YA mnt er LE D eue à da 


ANR (DAT ny OD(BLPRN Er LU DIEY 
Fe ] Br} D(4, ») dudv + D dodo + D(w, HU 


En égalant les coefficients de dudv, dvdw, dodu dans identité 
w— #, on a donc les trois relations 


= B D A D(xi, th) - marne D(yi, y) j 


D(a U, D(a, v) 
DE ie Dr D(yi, y) 
| Fe *# D(, w) ? 


D(æi, th) D(yi, yn) - | Re: 528 » 
Zu D(w, D(w, u). 5 * D{w, = b 14 


DT NEC PSN NÉ TE NT EN PL M EE 
ATARI AE e PTE ET EE IP LEE ÉLrARE FAUPE Ve TE RTAITR 
x Dr A : LEE TOME EC EN MER 2 ut = 


ET , Lt 


< 
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Différentions ces trois relations par rapport à w, u, v respecti- 
vement et ajoutons les relations obtenues : en tenant compte de 
l'identité | | 


se Dee) Ÿ sa (De + DA} 0, 


il vient une nouvelle relation 


Aix D(xi, @) 2&1 | Di, æx)oæ Dix, æx) 0! 


: i, ke, l DL) D(u, v) aw D(v, w) du D(w, u) av 


nn Bix | D(yi, yx) dyr “ D(yi,yr) dyr + D(yi, yr) dy1) | 
P. y OYt | D(u,v) où * D(v,w) ou . D(w,-u) dv ( 


ou plus simplement | 


D dAïk D(xi, æk, Tl) D 2Bik D(yi, LE yi) 


day  D(u | D) 
ar Va (4, v, w) Mr dy  D(u, v, w) 


On peut encore écrire cette relation en multipliant les deux 
membres par dudodw, #3 


> Rae > . dyidyxdy, 


i, k,l “e ik, . 
ou | 
(13) D dAindrider = dBydyidyn. 
AT ER 


Or les deux membres de cette identité sont précisément les for- 
mes dérivées w/ ets’ des deux formes w etæ. La propriété énoncée 
est donc établie pour les formes du second degré, et la démonstra- 
tion est la même pour les formes de degré quelconque. LE 

Si une forme «w est la somme de plusieurs autres &, +... + op, 

ilest évident que w'estégale à la somme des dérivées D +. + or. 


Cherchons de même la dérivée d’un produit & = w,w,, et considé- 


rons d’abord le cas où w, et w, sont deux monomes, 
, = Adæ, dx, v,—Bdrs … dx 
à Ta oi “ 1 Bg° 


D'ou — ABdx,, Are dx, ts, .… AT, 


"A ’ 
L.h Vs 
F1 


M D 


je res 
À 


iillh HD es dé à 
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On a 


‘a! He (AdB + BdA)dr, … de, dep, … de 


# 


Ba 


— dAdzx, Le, ne de, (Bdrs, « - dtp, ) ds 
—1)Adx, … dx, (dBdxg ….c Æ 
ions ca FUN. é- 
c'est-à-dire : | 438 
é RATS E | 0 ne 
| | (oo) = 00, + (—i)Puw,. ne 
_ En reprenant le raisonnement du n° 24, on voit que.la formule +: :S60i 
est vraie pour le produit de deux formes symboliques quelconques. . A 
Plus généralement, la dérivée d’un produit symbolique de m for- 10 
MES W,, W, .«.., W,, à POUrT EXpression | : 10 
: ; ? + 
F : | 104 
(14) (ww, + op) = o',0, … on Si w,0", SHARE TVR er 
HUIT O0 m? 7% 
ce qui montre que Fe dérivée di un REG est nulle, si chaque fac 1 
teur a une dérivée nulle. ee ne. 
D 
On a déjà observé (n° 8) qu’une forme de ie w est une diffé D: 
rentielle exacte lorsque la forme dérivée w' est identiquement 3 = 
_ nulle, et dans ce cas seulement. Si on convient de regarder une 1 
fonction ordinaire des variables Lis Lys +. Ly COMME Une forme ‘72 
» £ 
d'ordre £éro, on peut dire que toute forme du premier ordre, dont 
la dérivée est nulle, est elle-même la forme dérivée d’une forme 
d'ordre zéro. La propriété précédente peut alors être considérée Re 
comme un cas particulier de la proposition générale suivante : Ton 
Pour qu'une forme w de degré p Soit la dérivée d’une forme de ne 
degré P — I, il faut et il suffit que la dérivée w' Soit Te PART 
_ment nulle. 
: On peut vérifier immédiatement sur les expressions (rr) et (2) 20 
- Û nl | e ! NE . ‘ ae En 
des coefficients D, ap de w’ que la dérivée de w' est identi- T1 
quemenñt nulle, É Été que la forme que l’on déduit dewdela :, 2000 
même façon que l’on déduit w” de w, a tous ses coefficients nuls. Mais 2 
| Pr - 
-on peut le voir plus simplement en observant que la forme dérivée ‘5 
d’un pa symbolique tel que 30 
dAdz,, dx, 740 
| ; 5 
: | : 4308 
| M 
Cr 
x CA 
40 
: CS 
£: 
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est nulle, puisque tous les facteurs ont une forme dérivée identi- 
quement nulle (formule 14). La condition énoncée est donc néces- 
saire. es | 
Pour prouver qu'elle est suffisante, nous n’avons qu’à généraliser 
la démonstration du n° 8, où le théorème énoncé a été établi pour 
les formes du second degré. Soit w une forme de degré quelconque 
p > 2 dont la dérivée est identiquement nulle, c’est-à-dire dont les 
coefficients vérifient, suivant la parité de p, l’un des deux systèmes 
de relations 


A, DA, 
Ce rame see ++ Hu EU 10, 
| DA Vas ap 
6 A, ap A es +1 RU DA 
RE ne ne en 
Xp+-1 &y ap 


quelle que soit la combinaison d'indices (x,,4, .….,a,,,). Nous vou- 
lons démontrer qu'il existe une autre forme Q de degré p— 1 (et 
même une infinité) 


24 


DST ne 
For et ap 1% CE LP 


dont la forme dérivée Q/ est identique à w. | 

Nous le démontrerons en supposant que pest un nombre pair ; 
la démonstration serait toute pareïlle pour p impair. Considérons 
d’abord une forme de degré p à p + 1 variables, que nous écri- 
rons, en modifiant un peu les notations du cas général, 


o —À,dx,.… dx,,, + A,dæ,…. dx, ,,dæ, + + À 41d% +. da 


p 3 


la forme dérivée contient un seul terme qui est, p étant pair, 


DA, , OA DA p+ 
(+ he re GORE RTE A ENS E | 


et les conditions (15) se réduisent à une seule 


DA4 ., DA» JA p+1 
HAN, Anis. LR ] À — O 
(7) DT De (ae a dCp+1 


hu 1 » l'O T De) 770) 7”. ‘ra De” A L 
TL x Lo LAIT PT GS ES SPF Se 
Nr ; ae eV Ex CTI DLL 
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Cette condition étant supposée vérifiée, soit Q une forme de 
degré p—1 


Var 


0 Cide, … de, + Cid, … dæ,dx, + … + C,dæ, … dx, 


PUMA ES a pis PNA 4 


où ne figure pas la différentielle dx,,, ; on a, puisque D Dent 


impair, 
| es CRT ACS RS 10. 
+. E Q! — La a Lise dx dx CE] dx à 
E ee De = Rs P 
4 dCi 
Ù sg Dtpii die, .. doidD, 
$ 2C2 — 
è Pour que cette forme a! soit identique à o, il faut que l’on ait 
RATE D PRO re dCp. 
I de OT a Ne A moi 
(8) | À | | 
2: 0G , 203 2Cp __ A 
“A à NO Se MENT + ORNE re JA cp+i 


On tire des p premières relations 


Tp+4A 
C—=— | A,dxtp+1 + LU, 


M 


_PTp+1 Tp+1 
ER [E dLp+1 _. ee = frs + Us 
%o xo 

æ, étant une constante choisie à te et Un, [BA ca U, des: 
fonctions arbitraires des p variables x,, x,, …, æ,. En rempla- 
çant C,, G, .…., CG, par les expressions D dents des la der- 
nière des relations (18), et en tenant compte de la condition @ 7) 
que vérifient les. coefficients A;, elle: devient 


PEER PO PP PP PP RE RE pattn 
. S + N Pa 


| & QU, , OÙ oU. re 

4 2 Go). . eee : PUS re NE es Àp+1 (ss - ss Up GEO: 

4 : TA 

4 ma On peut rs arbitrairement p — 1 des fonctions U;, et la 
| | dernière s'obtient par une quadrature. 

= La proposition est donc établie pour une forme de degré p à p + 1 
__ variables. Pour prouver qu’elle est générale, il suffira donc de 
3 É montrer que, si elle est vraie pos une forme de degré pan—: 
Ë 
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variables, elle est encore vraie pour une forme de degrépàn 


variables. 
Soit w une forme de degré pair àpàn variables dont les coeffi- 
cients À, vérifient les relations (15) pour toutes les com- 
1% ... An é j 


binaisons d'indices p à p. Il s'agit de prouver qu’il existe une 
forme de degré p— 1, 


(20). ME Vie DU . ep 1%T ne dx _ 
telle que l'on ait, pour toutes les combinaisons d'indices, 
(21) 1 A re late D PER ape 
APE PP dx ox ne dx : 
ap Cr Xp—1 


Nous pouvons même supposer que la différentielle dx, ne figure 
pas dans 9, de telle sorte que tous les coefficients Ce ps 
_où l’un des indices est égal à n, sont nuls. 

En considérant les relations (21) où l’un des indices est égal à n, 


où l’on a par exemple «,— n, on en tire 


Han 1e Ap—1n TA En ? 


et par suite 


Ln , 5 
Crus dre &p—1 = ES … ap in VER + LD A FE ap (Tir La y) Ln—1), 
CIS 3 L È £ 


4) étant une constante, et U Gus .…., Æn—1) une fonc- 


Hilo ... Xp - 51 
tion arbitraire des n — 1 AUS Lys +. Æn-1. Il reste à montrer 


D de façon à satisfaire 


que l’on peut choisir ces fonctions UE 
aux autres relations (21) où tous les indices sont inférieurs à n. 
Si, dans une de ces relations, on suppose tous les indices infé- 
rieurs à n, elle devient, en remplaçant les coefficients Ci; parles 


expressions précédentes 


oU OÙ ë É 2U | 
me GX v… Up—1 + A2 ... Xp de ApXy . .. An—9 

H1X2 ... Un : pe À 2 , + un 1 

1: —s 

Un 
. A. .… Xp—in LE A .… Xpn pa AS VA opt ... %p—Qn À dx 
. TC | S dx .….e dX : Ê HA) 
Xp Ca ; Ap—1 
%Q 


sh - LÉ 


AA DAS 2 TS CPS 


* 


Le di darts: He Ste es pe Li à} RON Re 7 
j 17 


mcm, à 
VA 


a ROË = 


dun mt és Dis 


nn lié ie led: © de à 26 


Lib da) dt thé 1 
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ou, en tenant compte de la condition (15), où les indices sont 


Lys Los …. œ... p? An, k = 
Die UD. @p ane pi au ap 
à —= à | .… dx ; 1%9 60 —— ER 2 
Hilo &p dLCn | Rite 0E 2 | Eu 
= D : À 
oU 


ApXi ... An—Q 
LEE > 
Xnp—1 


On peut encore écrire cette condition 


ii ap —1 px ap—92 
; Pa 1 ess ie re 1... Xp— 
(22) ee ae ap). ae ge dx HR EYE dR Rent 
4 Are | 410 (3: DOSRRRE ER TX p=#1 


et on a, pour déterminer les fonctions U;; ..;, un système d’équa- 


tions tout à fait pareilles aux équations (21), où æ, a été remplacé 


dans le premier membre par une constante à,. Or, si l’on prend 


dans les conditions (15) le groupe formé par les conditions où ne 
figurent que les coefficients dont tous les indices sont inférieurs 


à n, ce groupe de conditions exprime précisément que la forme w, 


déduite dew, en y remplaçant x, par la constante a, et dx, 
par zéro, a une dérivée w', identiquement nulle. Le théorème 
que nous voulons démontrer étant supposé vrai pour une 
forme de degré p à n — 1 variables, les US (22) sont 
donc compatibles par rapport aux fonctions Er ras LA ap = , et pas 
conséquent le théorème est vrai aussi pour \ une foime de degré pèn 


vari iables , 


La démonstration prouve même que, si les relations (15) sont 


vérifiées, il existe une infinité de formes © de degré p — 1 ayant w 
pour forme dérivée, et dont les coefficients se déterminent par des 


quadratures. Si l’on a obtenu une de ces formes Q, toutes les autres | 


s’en déduisent immédiatement. En effet, si deux formes Q, 9, ont 
la même forme dérivée w, la différence a — Q, a une dérivée iden- 
tiquement nulle, et par suite cette différence est la dérivée d’une 
forme 5 de degré p — 1. La réciproque est évidente. Si l’on a 


Q'= w,il est clair que la forme © + 5’ a aussiw pour po 


dérivée, quelle que soit la forme de w de degré p — 1. 


L: 
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Les formes dérivées interviennent dans la généralisation de la for- 
“ans de Stokes. Soit w une forme symbolique de degré p ; l'intégrale 
I» — Jo, étendue à une multiplicité fermée E, d'ordre p de l’espace à n 
dimensions, est égale, d’après le théorème de Biokés généralisé, à une 
intégrale d'ordre p + 1 étendue à une multiplicité Mp41 à p + 1 dimen- 
sions limitée par Ep, et cette nouvelle intégrale est représentée par fw’, 
où &” est précisément la forme dérivée de w (1). Cette liaison entre les deux 
formes symboliques w, w explique bien pourquoi «/ est un covariant 
de w, car elle est évidemment indépendante du choix des variables. Elle 
explique aussi pourquoi la dérivée de w' est identiquement nulle. En 
effet, l’intégrale fw' étendue à une multiplicité Ep+1 peut être rempla- 
cée par l’intégrale fo étendue à la multiplicité E, qui limite Ep41. Il 
s’ensuit que l'intégrale [w' étendue à une HR fermée est nulle, 
puisque la multiplicité E, disparaît dans ce cas. Or l'intégrale fo’, 
étendue à une Cie fermée Ep+41 peut à son tour être remplacée 
par l'intégrale fo! (où w'” est la forme dérivée de «/) étendue à une 
multiplicité Ep+2, limitée par E)+1. Cette intégrale devant être nulle, 
quelle que soit la multiplicité Ep+2, il s’ensuit que la forme w'! est 
identiquement nulle. Inversement, si une forme w de degré p est telle 


que l'intégrale fw étendue à une multiplicité fermée quelconque Ey- 


est nulle, w est une forme dérivée. Car l'intégrale fu’ étendue à une 
RL quelconque Ep+41 doit être nulle, ce qu ne peut avoir lieu 
que si w’ est identiquement nul. 


Les formes dérivées jouissent donc, dans la théorie des intégra- 

les multiples d'ordre quelconque, des mêmes propriétés que les 
différentielles totales dans la théorie des intégrales curvilignes. 
Cette analogie justifie le nom de différentielles totales que leur a 
donné Poincaré ; pour éviter toute méprise, nous les appellerons 
différentielles totales symboliques. 


REMARQUE: — Si dans une forme dérivée on remplace l’une des 
variables par une constante, et la différentielle correspondante par 
zéro, la forme à n—1 variables obtenue estencore une différentielle 
totale symbolique. En effet si l’on fait parexemplex, = C, dx, —0, 
la forme obtenue ne renferme plus que les termes 


DRE NS PRE PAL PR .... dx,» 


(!) Je renverrai pour la démonstration aux travaux cités de Poincaré. On 
suppose, bien entendu, que tous les coefficients de la forme w, ainsi que leurs 
dérivées, sont continus dans un domaine renfermant les multiplicités dont 
il est question dans l'énoncé. Voir, sur ce sujet, plusieurs Mémoires de 
M. Buuz dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (1912-1918). 


… LL. hd re cite LR 48 CC DEN SRE): PT SUD NAT) PAR D EN LL 
| Pen 7 en 7 Me Nes 3 es G ei ra Fer 
ME UE € Led En s,: ;e ; PU 

7 : A 
7" Tac 
E  : 3 “ 


| 
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où tous les indices sont différents de l’unité, et les relations qui 
expriment que cette forme est une différentielle totale symbolique 
sont comprises parmi celles qui expriment que la forme considérée 
est une forme dérivée. 


27. Extension du problème de Pfaff. — Etant donnée une 
forme linéaire de différentielles w —A,dx, + A,dx, + + À,dx,, 
où les coefficients A; sont des fonctions des n variables x:, le pro- 
blème de Pfaff peut être posé comme il suit : Trouver dans l’espace 


{ 


à n dimensions toutes les multiplicités M, à r dimensions 
(1 Lr L n) telles que l'intégrale [w, étendue à une ligne quelcon- 
que située sur M,, soit nulle. Si, au lieu d’une forme linéaire, on 
prend une forme symbolique w de degré quelconque p, une 
généralisation toute naturelle du problème précédent consiste à 
trouver dans l’espace à n dimensions toutes les multiplicités 
M, à r dimensions (p <r < n) telles que l'intégrale [v, étendue 
à une variété quelconque d'ordre p faisant partie de M,, soit 
nulle. | 

Ce problème d’une si grande généralité comprend la plupart des 

_ problèmes classiques. Toute multiplicité de l’espace à 7 dimen- 
sions, satisfaisant à la condition précédente, sera dite une multi- 
plicité intégrale, ou plus simplement une intégrale, de l'équation 


(23) + SD 0: 


Nous ne nous occuperons que des intégrales appartenant à des 
familles d'intégrales telles qu’il passe une intégrale de cette famille 
et une seule par chaque point de l’espace, ou tout au moins d’un 
domaine assez restreint de l’espace. Ces intégrales M, sont alors 
représentées par un système d'équations 


(24) | fa = Ci Je = Ces s..) fnr = Cn-r, 


Ci, Cos +, Cn-r étant des constantes arbitraires. 

_ La détermination de ces familles d’intégrales à 7 dimensions se 
ramène à l'intégration d’un système d’équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, dont l'étude ne semble pas avoir été 
abordée, lorsque p est => 1. Il est facile de former ce système 
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d'équations en s’appuyant sur les propriétés d'invariance d’un pro- 
duit symbolique. | 


Proposons-nous d’abord de rechercher s’il existe des familles 


d’intégrales à n — 1 dimensions. Soit 
(25) FE de 23 de C 


une équation définissant une famille d’intégrales de cette espèce. 


Imaginons que l'on prenne un nouveau système de variables de 


façon que l'équation de cette famille d'intégrales soit, avec les nou- 
velles variables, 


Yi = C; 


la forme w se changé en une SE OUSCIÉe forme symbolique w de degré | 


p en dy,, dy, …, dy,. Pour que l intégrale fs étendue à une mul- 


tiplicité quelconque de degré p, sur laquelle y, est constant, soit 
nulle, il faut et il suffit évidemment que dy, figure dans tous les 


termes de & ou, ce qui revient au même (n° 25), que le produit ody, 


soit identiquement nul. Si l’on revient aux variables primitives, le 


produit ody; se transforme en wdf (n° ae et l'on peut énoncer le 


théorème suivant : 


Pour que les multiplicités RAS définies par lé DRE G, 


_ soient des intégrales de l'équation w —0, il faut et il suffit De le 
produit symbolique wdf soit identiquement nul. 

En égalant à zéro les coefficients de tous les termes de ce ne 
développé, on obtient un système d'équations linéaires aux déri- 
vées partielles du premier ordre qui doivent être-compatibles pour 


que l'équation w — 0 admette des familles d’intégrales à n — 1 


dimensions. Dans le cas SUN où p—n— 1, le produit sym- 
bolique wdf ne renferme qu'un. terme en ddr dE et le 
système qui détermine f se compose d’une seule équation. 

En simplifiant un peu les notations, écrivons 


w — À,dzx, … dx, + À,dx,.. dx ND DETTE à OU LC EC -d,_ 1 


le produit wdf a deux expressions différentes suivant la parité: 


de n. Sin est impair. 


nn) 


is RAS FA, .  (dxide, … dx 


ptit » iuptt dé. ét à 
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et, si nr est pair, À 
NAÔT of PPDA De : 57 
— de es AS A LES Os . 
odf | A dL1 À LS Æ À, En dr À C0 
Suivant la parité de n, la fonction f doit satisfaire à l’une ou TRS Er 
l’autre des deux um | RAR | DE AL 8 
Æ | 3 
| " 7 of, | dr ve ÈS 
en) HAS ASS 0 
F . ! ce re TA — O. OR AE : 23 
(26) | : es À, ir AE À, as : 775 
: A rh "#20 


Le résultat s Rs Ponant dans ets à 3 dimensions : soit 
Be Re ns Bdzdx re Cdzxdy ; 


on a Le Je M. 


POP ONMEDA PE AR AE PS RE RES OST NON PAR VRAIES EIRE RRIEE 


odf= (A af. + B Ua + C %) FAT ÉRER 0 Er ss 
c ne F4 , , . 7 0 , | a“ 23 °4 
È Pour que l'intégrale 1, rte à une portion quelconque d’une sur LES 
fée, S représentée par l'équation f = f, soit nulle, il faut et il suffit PS 
que la fonction f(x, y,£) vérifie la condition per <S 
FRERE arche IIS 
Ceci est bien d’accord avec la signification de l'intégrale Jo, car un . ; 
élément de cette intégrale est égal à (A cos « + B cos 8 + C cos y) do, SITE 
_u,B,7 étant les angles que fait la normale à la surface avec les axes, et 554 à 
la condition (26) exprime précisément que la normale est perpendicu- 00 L RON 
laire à . droite de paramètres directeurs APE CR TE NE ee BE. 
Si w est de degré quelconque, et admet r FEES du premier n 


degré Hnéairement distincts Di We, de, Ory la forme w est égale aun 


FRA sie AREA | Re 1 “a 
. © — Qoywa re pr | : : RUES D : g. 
la forme Q n’admettant plus de diviseur linéaire. Pour que le pro- Ne - 
duit wdf soit nul, df doit être un diviseur de w et par suite une T5 
combinaison linéaire des r diviseurs 04, &o, ..,, &y, «54 
RURTE pe 104 + LEE _ E . 712 Àptr. < x AR . à 
_ J ne 2 
- On est fes ramené à la recherche des combinaisons intégra- RQ | 4e 
4 + JR 
bles d’ un système de r "équations de Pfaff (Leçons, n° 25). Si. 7 FOSRESS 
G. Prob. ' 8. | LES 
: Ÿ . : ET : 
# va 
re + : ri 
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n’admet pas de diviseur linéaire, on ne e peut avoir wdf — 9, quelle 
que soit la fonction f. 

La recherche des familles d’intégrales à r Éimensions conduit à 
un problème d'analyse plus compliqué. Supposons que les équa- 
tions (24) représentent une famille d’intégrales, et imaginons que 
l’on ait choisi un nouveau système de variables tel que cette famille 
d’intégrales soient représentée par les équations | 


Da == Gus Yo — C, …., Yn=r = Cn-r. 


Soit w ce que devient la forme w avec ce nouveau système de 


\ 


variables. Pour que l'intégrale ff”, étendue à toute multiplicité 


d'ordre p, sur laquelle y,, y, .…, Yn-r Ont des valeurs constantes, 
soit nulle, il faut et il suffit que chaque terme de & contienne au 


moins un des facteurs dy,, ..…., dyn-r, Ou, ce qui revient au même, 


que le produit symbolique a. … dyn-r Soit identiquement nul. 


En revenant aux variables primitives, nous avons donc la proposi- 


tion suivante : | 
Pour que les équations (24) représentent une famille d'inté- 

grales à r dimensions de l'équation w — 0, il faut et il suffit que 
le produit symbolique 

| wdf,dfs  dfn-r 


soit identiquement nul. 
En égalant à zéro tous les coefficients de ce produit symbolique 


développé, le nombre des équations obtenues est égal au nombre 


CHE des combinaisons de n objets ñn + p—ràan+p—r. Le — 


nombre des fonctions inconnues étant égal à, il y a lieu de pré- 


sumer que ces équations sont compatibles dès que r est égal ou 


—" 
supérieur à CET , et ne le sont pas, tout au moins si les coeffi- 


. e Ê . n —" . . 
cients de w sont quelconques, si r est inférieur à Gite , mais il y 


aurait lieu de pousser plus loin cette étude, ce qui serait sans 
doute possible en généralisant les méthodes employées par 
M. Cartan pour les systèmes de Pfaff (?). Il serait important en 
particulier de connaître la valeur minimum de n — r. Il est un cas 


(!) Voir une note de M. Cerr dans les Comptes rendus (tome 170, p. 3745 1920). 
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limite où les équations du système précédent se réduisent à une 
seule, c’est le cas où p —r ; on peut même choisir arbitrairement 
n—r—1 des fonctions /;, et la dernière est déterminée par 
une équation linéaire du premier ordre. L’existence de ces mul- 
tiplicités intégrales à p dimensions était évidente a priort; en 
effet, si l'on sé donnaitæ,,,, ..,X,.en fonction de x, ..., &,, ces 
n — p fonctions doivent satisfaire à une seule condition pour que 


l'intégrale “ w étendue à la multiplicité ainsi définie soit nulle. 


REMARQUE, — Pour qu'une multiplicité définie par les n — r équa- 
tions fi = 0,.f2 —0,..., fn—r = 0 soit une intégrale, 1l n’est pas néces- 
saire que le produit symbolique wdf, ... dfn-r soit nul identiquement ; 
il suffit que tous les coefficients de ce DOME développé soient nuls en 
tenant compte des EARRRS SE — 0 elles-mêmes. | 

Les conditions pour qu’une FARMER Mr soit une Fntégrale d’une 
équation symbolique « — o peuvent s’écrire d’une autre façon. Consi- 
dérons la multiplicité M, définie par les formules 


pla PPS > &r), …., En = on(Lis es Dr): 


Si on remplace dans w les variables ær+1, ..., &n par les expressions 
précédentes, et les différentielles par les expressions correspondantes, 
en ayant soin de conserver l’ordre des facteurs dans tous les produits, 
on obtient une forme symbolique w, de degré p à r variables, qui doit 
être nulle identiquement, puisque l’intégrale fw, étendue à une multi- 


plicité quelconque d’ordre p dans l’espace à r dimensions {24, æ+, ..., ær) 


doit être nulle. Il en est ainsi en particulier toutes les fois que r est 
inférieur à p, ce qui conduit à considérer toute multiplicité d’ordre 
inférieur à p comme une multiplicité intégrale d’une équation symbo- 


lique quelconque de degré p. 

Si r est supérieur à p, les fonctions #r411, .…., on devront satisfaire à un 
certain nombre d'équations renfermant les variables, les fonctions 
inconnues, et les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions. 

Tout système d'équations aux dérivées partielles à un nombre quel- 
conque de variables et d’inconnues peut toujours se ramener à un sys- 
tème d’équations de Pfaff, en faisant figurer dans ces équations un 
nombre suffisant de dérivées des fonctions inconnues. Dans le problème 
actuel, la réduction à un système de Pfaff peut s'effectuer très simple- 
ment. Considérons un système dé r équations de Pfaff 


oi = AudX1 + QisdXa + .… + aind£n = 0 
(LME NT CD): 


une multiplicité intégrale de ce système sera aussi une multiplicité 


PORC ET EE." INSEE Et à D 
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intégrale d’une équation symbolique Q = o de degré supérieur si, en 
remplaçant r des différentielles dx: par leurs valeurs tirées des relations 
wi — o dans la forme Q = 0, on arrive à une forme identiquement 
nulle, On obtient ainsi un certain nombre de relations entre les coeffi- 
cients aix des formes wiet les coefficients de la forme Q. Ces relations 
permettent d'exprimer les a;jx; au moyen des variables 2, æo, .…, æ, et 
d’un certain nombre d'indéterminées )4, 2, …, Ag. En substituant dans 
les équations w; — 0, on arrive à un système d’équätions de Pfaff entre 
les n + q variables æ4, 2, ... Mn; M, da, ..., kg, Ces dernières variables 
ne figurant que dans les coefficients. a 

La méthode précédente donnera bien toutes les intégrales, car elle 
généralise la dernière méthode indiquée pour déterminer les multipli- 
cités intégrales Mr. | 

Le résultat est particulièrement simple lorsque la forme symbolique 
donnée est le produit de p formes de‘Pfaff Q — oyw2 ... w,. Soit Mr une 
multiplicité intégrale à r dimensions représentée par les équations 


Di gifs ss Ur), (12, ..n); 


quand on ntee les-variables æ; et leurs différentielles par les fonc- 
tions oi et dy; dans les formes de Pfaff 6, w2, ... on obtient p formes de 


Pfaff [4, Mo, ..…, Up, Où ne figurent plus que les variables u; et leurs 


différentielles. Pour que M, soit une multiplicité intégrale de l’équa- 
tion symbolique Q = 0, il faut et il suffit que le produit [lille … 11, soit 
identiquement nul, c'est-à-dire (n° 24) qu’il y ait une relation linéaire 
entre ces p formes, Ml + .. + 91) = 0: La multiplicité ai est donc 
une intégrale d’une RÉ de Pfaff de la forme 


Moi + 209 Æ 2. + pop = 0, | 


et la réciproque est évidente, car on déduit de la relation précédente que 
le produit symbolique w4w2 … op est identiquement nul. L'intégration 
de l’équation symbolique oiw2 … wp = 0 se ramène donc à l'intégration 


de l'équation de Pfaf 
Mo, Lama ++... + ve 0 
où entrent n + p — I inconnues, be var dates di et 1 Re 2. 
Par exemple, l'intégration de l’équation symbolique 
(us ysdin)(dys — ysdin) = 0 
se ramène à l’intégration de l'éjuation de Pfaff 


dy — ysdy1 — À(dys — ÿsdyr) = 0, 


Fr ' 


er, 


dE | 


te) 


Le... xl Lee. 1 ni diese. à 


se dr 


Le. 


Léa 


SP EE PTE RNCS RNA 


te a AT 
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qui est de forme canonique 
dye — My — (y3 — Xyidyi = 0. 


Les intégrales M; sont représentées par les formules 


Er _ Jp hu do. D 
a Ne OUI MN CR Er = + Pre) 
y2 p(y1; Y3) | Dys y3 Du: Ur us , 


et par d’autres formules qu'il serait facile d’écrire (n° 145). 
Si les équations ow, —0, ..,«,—0o forment un système complète- 


ment intégrable, ce système est SEE à p équations dfi = 0, 
.; dfn = 0, et l'équation symbolique peut s’écrire. dfdfs … dfp = 0: 


Toute solution s’obtient en établissant une relation au moins entre 


fo fs .….)fp. L’équation de Pfaff SRE PES ds +. + ldfp = 0 


conduit bien au même résultat. “4 


On reviendra plus loin sur ce sujet (n° 32) 


28. Les formes de degré n —1.— Revenons au cas d’une 
forme w de degré nñ— 1 à n variables. Si l’on prend un nouveau 


système de variables indépendantes (y,, Y ne os té" UE 
ts Us di S0ient.n intégrales indépendantes de l'équation 
Podf ="; LE dernière variable y, restant quelconque et distincte des 


premières, w se change en une nouvelle forme symbolique 5, divi- 


sible par dy,dy: ….. ne D et qui par hits ne contient qu'un 


terme 


5 — = Kdy,dy su dyn-4- 


Si le facteur K ne dépend que de y,, ys, ..., y, 1etest indépen- | 


dant de y,, on peut prendre / Kdy, pour nt à la place de y, 


et l'expression précédente devient 


Lorsque le facteur K contient y,, on peut prendre ce facteur K 
lui-même pour la dernière variable y,, et l’on a alors 


sy dyidys …. dyss. | 
En résumé, toute forme symbolique de degré n — I à n variables 
peut, Por un choix convenable des variables indépendantes, être 
ramenée à l'une des deux formes A | 


(1) à  dyidys … 3 PES | QD £ Yhdyà S gi es 
Il est aisé de savoir a priori quelle est celle des deux expres- 
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sions qui convient à une forme donnée w. En effet, la forme 
réduite (1) a une dérivée nulle, tandis que la forme réduite (ID) a 
pour dérivée dy,dy, ... dy,_,. La forme w peut donc être rame- 
née à la forme Éd (1) lorsque sa dérivée est nulle, et à la 
forme (11) dans le cas contraire. | 

Considérons encore une forme w de degré n — 2 à n variables. Si w | 
n’est pas une différentielle totale symbolique, sa dérivée w/ est une ee 


forme d’ordre n— 1 à n variables, et par conséquent on peut 
l'écrire, avec un choix convenable des variables indépendantes, 


w! — GTR SRE TRAD 
Les deux formes w et y,d7y, … dy, _, ayant la même forme déri- 


vée, leur différence est la dérivée 9 d’une forme à de degré n—3, 
et la forme w a pour expression 


© = ydys … dy, + 0! 


On remarquera l’analogie de cette expression avec la forme 
réduite d’une forme de Pfaff à trois variables. : 


_R9. Multiplicateurs d’une forme. — On peut aussi étendre 
aux formes symboliques la théorie du facteur intégrant. Soit w une 
forme symbolique de degré p ; une fonction x des variables indé- 
pendantes 2,, x,, …, æ&, est un multiplicateur ou un facteur inté- 
grant pour vw si le produit uw est une différentielle totale symboli- 
que. Pour que u soit un facteur intégrant, il faut et il suffit que 
l’on ait identiquement 


(po) = po + (dp)o— 0. 

En égalant à zéro les coefficients des différents termes de la 
forme (uw) développée, on a un système d'équations linéaires 
(mais non homogènes) par rapport aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre de la fonction À — log x. Ces équations doivent être 


compatibles pour qu’il existe un facteur intégrant pour w, S'il en. 
est ainsi, l'intégrale générale de ce système est de la forme 


RAR De NA ere mr 


où À, est une intégrale particulière, F une fonction arbitraire et 


CHAPITRE III. — FORMES SYMBOLIQUES DE DIFFÉRENTIELLES. 119. 


Jan Pos vs fa les q intégrales distinctes du système linéaire et homo- 
gène que l’on obtient en supprimant les termes indépendants 
de À dans les équations qui déterminent À. Mais, d’après la façon 
même dont on obtient ces équations, f,,f2,..….,fq Sont précisément 
des intégrales du système que l’on obtient en écrivant que le pro- 
duit symbolique wdf est identiquement nul. 

S'il n'existe pas de fonction f satisfaisant à cette condition, la 
forme w admet au plus un facteur intégrant qui s'obtient par une 
quadrature. S'il ya une infinité de facteurs intégrants distincts, la 
forme w est égale à un produit symbolique 


o = Qdf,df, .… dfg 


et l'expression générale des facteurs intégrants est 


= Mie +. fa) 


Il désignant une fonction arbitraire. Le produit ww peut s'écrire 
comme produit symbolique | 


| po = + COLE 10) dfidfs +. dfa 


or Idf,df, … df, est une différentielle totale symbolique. Il fau- 
dra donc que le produit y, soit aussi une différentielle totale sym- 
bolique. 

On voit que, dans le cas où w admet plusieurs facteurs intégrants 
distincts, l'équation v — o admet des intégrales à n — 1 dimen- 
sions ; si pu, et , sont deux facteurs distincts, l'équation — C 


pa 
représente une famille d'intégrales de cette espèce. 


Les formes pour lesquelles le facteur intégrant a le plus haut 
degré de généralité possible sont les formes représentées symboli- 
quement par un produit de différentielles totales tel que. 
Kdf;... df,. Il en est ainsi, en particulier, si p—n— 1, et l’on 
est ainsi amené à la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi. 

Soit comme plus haut 


w — À,dzx, … de, + À,dx, … dx, dx, +... + À dx, …. dx 


N—A 
È 


l'équation qui exprime que po est une différentielle totale symbo- 
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lique est différente, suivant la parité de n. Si n est LeRat cette 
condition est | 


d(uA:) J(4A:) O(UA») _- 
DL as dL2 RES En Ah. 


et, si nest pair, 


_o(uA;)  2(pAo) 


+ .:. dei) 


Dans le premier cas, u est un multiplicateur pour le système 
d'équations différentielles dont l'intégration donne les intégrales 
de l'équation wdf— o. Dans le second cas, u est un multiplica- 


teur pour le système | ss 
dxs ST Aie dE dx, : 
A: 1% Pr. A» TE A3 a A» ? 


qui doit remplacer le précédent. | 
On voit immédiatément, d’après cela, que la connaissance de 

n — 2 intégrales de l'équation wdf — o et d’un multiplicateur per- 
met d'achever l'intégration par une quadrature. Supposons en 
effet que l’on ait effectué un changement de variables de façon que 
Ya Yos ve Une soient les n — 2 intégrales connues ; si L est un 
pre mo est une différentielle totale res qui, 
__après le changement de variables, prend la nt 


po — dy,dy, ee dy (B, dy, & B,dy,). 


Pour que la dérivée de uw soit nulle, il est nécessaire que l’on 
ait | te 


et en posant 


» 


2 = fr, dy, + B,dy,, 


on a aussi 
| Lo = dy, …. - dy,-2ds ; ; 


g est de une nouvelle intégrale de l’é he Ur =, 


PE RE 


RS CDR PM Mere pro 2 t-on dre tndeng 
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Pi 


On peut obtenir la dernière intégrale sans aucun changement de 
variables. Le produit äw est en effet de la forme 


no = dfi .… dfn-1 (dx +. + a,dx,); 


les coefficients a; pouvant être calculés par identification. Puisque po 


+ 


est une forme dérivée, aid: est aussi une différentielle exacte (n°9 26), 


On a étendu la définition du multiplicateur de Jacobi aux systè- 
mes complètement intégrables. Avec la théorie des formes symbo- 
liques, cette extension est bien facile Soit 


(27) Gi — ahdX FE ..: + Cr Da = ER ef 1, 2, rs) 


un système complètement intégrable de s équations, équivalent au 
_ système 


(27) dfi=o dfi=o, die, 


; Jar 2 HIT étant s fonctions distinctes. On a : a 


E ". = \idfi + ET Xisdfs, 


le déterminant A des olsette Xi étant différent de zéro. Gonsi- 
dérons le: produit symbolique 


sn De "4 


toute fonction w des variables (x,, ..., æ,) telle que 4.0 soit une 
différentielle totale symbolique est un multiplicateur du sys- 
tème (27). D'après ce qui a été démontré plus haut, il existe une 
infinité de multiplicateurs, dont il est facile d’avoir l'expression 
générale. Imaginons en effet que l’on ait effectué un changement 


de variables de façon que s des nouvelles variables y,, y, ..…., ys 


soient précisément les intégrales Jr fes +. fs du système. Le pro 
duit noue Q devient ads ... dys, et l'on a 


LQ — uAdy PR dys 
Pour que (uQ)'soit identiquement nul, ilsuffitque yA ne dépende 


_ que de ys, …, y. Le quotient de deux multiplicateurs distincts est 


toujours une intégrale du système (27). 
7 La connaissance d’un multiplicateur est de la même utilité que 
pour un système d'équations différentielles. Si l’on connaît s — 1 
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intégrales premières f,, f,, …, fs_1 et un multiplicateur y, on a 
encore une relation de la forme 


uo = dfdf, … dfs_1 » 2 aidx; 


\ 11 


les cœfficients a; se calculant par identification. Pour que (a) soit 
nul, il faut que l’on ait 


di Es. ak 
OLr TDi ? 


et on aura une nouvelle intégrale par une quadrature 


30. Intégrale intermédiaire d’une équation symbolique. — 
Toute multiplicité intégrale Mr d’une HAE symbolique w = 0 
, d'ordre p est aussi une intégrale de l’équation w! — 0. La proposition 
"est évidente si r — — p, puisque toute multiplicité d'ordre p est une inté-. 
grale d’une équation symbolique d’ordré p + 1. Sion a r > p, l’inté- 


grale fw', étendue à une multiplicité quelconque d’ordré p + 1,appar- 
tenant à la multiplicité Mr, est égale, d’après le théorème de Stokes 
généralisé, à l’intégrale Jo, étendue à la multiplicité M,, qui limite 
Mh+1; cette multiplicité M, appartient elle-même à la multiplicité My, 
et par conséquent l’intégrale fo, étendue à M,, est nulle, puisque Mr est 
une intégrale de l'équation w — 0. 

Réciproquement, soit M- une intégrale à r dimensions de l’équation 
symbolique w! = 0, de degré p + 1. L'intégrale fo’ étendue à une mul- 
tiplicité quelconque M»}1, appartenant à Mr, est nulle, et par suite 
l'intégrale /w, étendue à une multiplicité fermée quelconque M, située 
sur Mr, est nulle aussi. Supposons la multiplicité M, représentée par 
les équations | 

Lr+1 = ?r41 (4, vs Dr), Sr En, En Pa (M Ta Lr) 5 


si on remplace dans w les variables ær+1, .…., æn et leurs différentielles 
PAT Pr+1, ..., On, dor+1, ..., don respectivement, on obtient une forme 
symbolique w, de degré p où figurent seulement r variables x4, ...,æret 
leurs différentielles, et l'intégrale fo, éteñdue à une multiplicité fermée 
quelconque à p dimensions de l’espace à r dimensions (x, . ,., &r) doit 


être nulle, de- sorte que l'intégrale fw,! étendue à une multiplicité 
q 5 1 P 


quelconque à p + 1 dimensions du même espace doit être nulle, ce qui 


n'a 
D.” 
= 
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exige que l’on ait y — 0, ou »4 — (w2), w2 étant une forme symboli- 
que de degré p — 1 à r variables æ1, æa, .…., ær. La multiplicité Mr est 
donc une intégrale d’une équation de la forme 


(28) _— Il’, 


Il étant une forme symbolique de degré p — 1, et inversement, quelle 


que soit cette forme II, toute intégrale de l’équation (28) est aussi une 
intégrale de l'équation w' — o. Nous dirons que l’équation (28), où figure 
une forme arbitraire, est une intégrale intermédiaire de l'équation 
w' = 0. L’analogie avec la théorie des équations aux dérivées partielles 
est évidente. Pour qu’une équation symbolique admette une intégrale 
intermédiaire, il suffit qu’il existe un RME TOUR pour le premier 
membre 

Rémarque. — Le raisonnement semble être en défaut si r — p, car 
toute multiplicité d'ordre p est une intégrale de l’équation w' —0,mais 
le théorème est encore exact. Soit M, la multiplicité définie par les 
équations 


Lp+Ài — pp+1(L1; HEC) ss CN — pn(æa, A9, +. Lp) ; 


si on remplace dans les variables &p+1, …, &n etleurs différentielles 
par les fonctions 6p+441 ..., pnet dop+t1, ..., don, il vient 


w = f{tu, .… Cp)dids ... dy. 


Soient F (z1, ..., æp) une fonction telle que î— — f;'et IL a forme de 
EX | æ: 
degré p — : 
PS Fdx: ; . dXp : 


la multiplicité M, true est bien une intégrale de l’équation 
het 

Dans le cas particulier où la forme dérivée w' est du second ordre, 
w est une forme de Pfaff, et l’intégration de l’équation symbolique 
w' — o est ramence à l'intégration de l’équation de Pfaff 


DES d£n11, 


\ 


àn +1 variables ©, Le, ..., ÆnH. 
Prenons par exemple l’équation symbolique (!{) 


daidas — dxsdXy = 0; 


(!) On est conduit à cette équation, quand on cherche toutes les. transfor- 
mations ponctuelles d’un plan qui conservent les aires {Bulletin des Sciences 
Mathématiques, 2e série, t. 41, 1917). J'ai montré dans cet article comment on 
peut trouver toutes les solutions de l'équation plus générale 


dysdys +. dyn = did, …, , dæn. 
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elle admet l'intégrale intermédiaire 
Li + ridrs AR: 
Si æ2 et æ3 sont des variables indépendantes, la solution générale est 


pe par les deux relations 


,  Urye , 
do dL3 


(22; æ3) étant une fonction arbitraire de æ2 et de æs. 


31. Application aux systèmes canoniques. — Soit. 
(29) dæi _ 2H Bi a re 1, 2 
dé Dyi dé Di 6 


un système canonique, où H est une fonction des 2n variables x, yx, 


PAR 
et de £. H. Poincaré (1) a démontré se [Y dxidyi est pour ce sys 


| i 1 
tème un invariant intégral. 
Considérons les intégrales | MIE, 


Go me rer ton to LT yi = yi(a, res n3 0] 


qui, pour é — fo, prennent les valeurs as, b; respectivement, 
Lorsque le point de coordonnées (a;, bi) décrit une multiplicité M, à 
deux dimensions dans l’espace à 2n dimensions, le point (œi, yi) décrit 


lui-même une multiplicité M; à deux dimensions dans ce même espace, 


et les deux intégrales multiples 


SN ue AN 


0 à 


- sont égales, quel que seu t. En d’autres termes les fonctions Ji oi satis- 


font, quel que soit £, à l'équation symbolique 


é n ñn 
r (81) > dxidyi — > daidbi = 0, 
| HES HSE i=1 | 5 
qui peut être remplacée par l’intégrale intermédiaire 


| Ga). . D yidæi + D) aidbi = dY. 


x 1=1 


(1) H. Porncaré, a méthodes nouvelles de La Mécanique Céleste, t. III, p. 43. 


LITE 
22 00e PRESS 
c : ide 


PAT ETES AN -ATR AUS 


RO np A et ae mie 


L 


SR DS dE D peer 
i L 


(3) 
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Les 2n variables æi, bx sont indépendantes, puisque, pour # = 4,, 


Li -..r En Se réduisent respectivement à ai, .…, an, et les valeurs ini- 


tiales ai, dbz peuvent être choisies arbitrairement. Il ne peut donc y 
avoir aucune relation linéaire entre les différentielles dæxi, dbi, et par 
suite les fonctions cherchées fi, oi, vérifient des relations de la forme 


1,2, n) 


(CSP LE y = ai = — 


V étant une fonction des 2n variables æi, br et de 4. D’après les condi. 


tions initiales, cette fonction V doit se réduire à bæi + bats +... Lb,æ 
- pour { ={,, pour que les fonctions x, yi définies par les relations (33) 
- se réduisent respectivement aux valeurs données pour { — {,. De plus, 


ces fonctions doivent être des intégrales du système canonique (29). On 
obtient ainsi les conditions 


0H D DV RSOMTS DU En A As AE 
d Ti dXDTR dYk DL 


d2V > DAV CSS 
dbiot 20DTR dYR 


que l'on peut écrire 


do (2V | RS 
2 (nf, nt no 


dTi ( d dl; dy 
> (9oV _ dV a 9V a ; 
Ce AR - H TL … TL F . FA AS, (DS 
Sb: 5! # ( LL , QUE PE , me? À “ 
| RAA ‘F av aV : eh 
Il s'ensuit que —— LH | du, …., Ln—, 9 —,t)ne.peut dépendre 
q 6 + ( 45 es Lns Sn È dE ” ) P P 


que de la variable 4, et des paramètres 44, . .,a, Or on ne change pas les 
équations (33) en ajoutant à V une fonction quelconque de a, .…, an, t. 
On peut done supposer que l’expression précédente est nulle, et la con- 
clusion est la suivante: E ; 
Les intégrales du système canonique (29) qui prennent les re int- 
liales De pour {= {,, sont données par les équations (33), où V(æs, .….æn 
br bs, …, On, t) est une intégrale de l'équation aux dérivées partielles 


2V 2V 2V ) — 0, 


ru H BAR …., Lys gsnes ……, 
: DL | Th 


qui, pour { = do, se réduit à bix: het . + bn. 
Ce résultat est identique à AE que l’on déduit de la préthgère 
méthode de ent (Leçons, n° 5o). | . 


\ 
* 
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82. Rang d’une forme symbolique. — Soit 


DDR ua du, ve dy 
une forme quelconque de degré pan variables. Prenons une per- 
mutation quelconque de p— 1 des indices la, By, Ap1)s dt 
écrivons l’ensemble des termes de à où figure le produit symboli- 
que dx, dx, ... dx 


Xp—1? 
n ; ; 
D A0 ae ap 11 dLy dE, .. dt, _ di. 
PA ; 
S1 nous supprimons le produit de. dx. _ dans chaque terme, 


il reste une forme de Pfaff 


Dry ct .. Ap--1 Foi Hilo api dir 
ii 


En opérant ainsi avec toutes les combinaisons des nindices p— 1 
à p— 1, on obtient un système de formes de Pfaff, que nous 
dirons associées à la forme w, et en égalant toutes ces formes à 
zéro, on obtient un système S d’ ques de Pfaff que ARE 
pour abréger le système associé à la forme w. 

Pour trouver la signification de ce système, nous démontrerons 
d’abord le lemme suivant, | 


Lemme.— Soient %4, 2, ..., w, des formes de Pfaff linéaire- 
ment distinctes. Si on développe D produil symbolique ww, …w,, 
toutes les formes de Pfaff associées à cette forme polo ee 
sont des combinaisons linéaires de Dis Do, se | 

Il suffit évidemment de prouver que le coefficient de dx,dxs: … 
dx 


ph Par exemple, s'exprime uniquement au moyen de w 
Was +4 D, Soit 


49 


6)ÿ vite +- HUE “A + Aindln, (c —= 1, 2, +. P); 


si l’on prend chacun des facteurs dæ,, dæs, ..., dx, _,, dans l’un 


D 
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des facteurs w,, ..., &,,, le cœfficient de dx,dx, … dx,_, estégal 
à la forme de Pfaff 
CRC APE ON Rene PET 
a a LEE | 
« “ RE + ‘ 3 D — CA ÉLs + + — O pl y 
Apnis pue tee ppt 


En opérant de même avec tous les autres produits symboliques 
qui renferment dx, ... dx,_,, on voit que le coefficient de ce pro- 
duit symbolique est égal à une combinaison linéaire des formes 
y, 2, ..., ©, diminuée du déterminant 


EL ee Gps DD EEE IP CSD 
Bosnie te diet Gr at 

y 
Co trs Dies ee dite be STONE, 


qui est identiquement nul, comme somme de déterminants ayant 
deux colonnes identiques. 

Cela posé, supposons que la forme donnée Q puisse s'exprimer 
symboliquement au moyen der formes de Pfaffo,, 3, .…, linéai- 
rement distinctes (p <r <n), 


== Si re Ve Ve Vs 
les coefficients À, , <tant des fonctions quelconques des 
1X%2 ... Up J 
variables æ,, æ,, ..., æ,; d’après le lemme précédent, toutes les 
formes de Pfaff associées à la forme Q s’exprimeront linéairement 
au moyen de w,, w2, ..., wr, et par conséquent le système associé S 
comprend au plus r équations distinctes. 
_ Réciproquement, supposons que le système S dontiéntie r équa- 
tions distinctes et r seulement, de telle sorte que toutes les formes 
de Pfaff associées à Q soient des combinaisons linéaires de r formes 
de Pfaff linéairement distinctes w4, w2, ..., w,. Admettons, pour 
fixer les idées, que le déterminant des coefficients de dx,, dxs, .…, 
dx dans ces formes est différent de zéro ; les n formes 
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sont alors linéairement distinctes, et la forme symbolique à peut 


s'exprimer au moyen de celles-là (n° 25 p. 99) 


x = Ds, ee. Po Bi Be Be 

Soient di, %, ..., %,_, un système quelconque de p — 1 indices 
différents; par hypothèse, la forme associée correspondante 
s'exprime au moyen des r formes w,,&,, ..., w,. Cect ne peut avoir 
lieu que siles formesv »11,...,w,ne fiqurent pas dans l'expression 
de Q. En effet, mettons à part dans Q la forme 0,dx,, où figure 
dx, et soit 0, la différence Q — o,dx, qui s'exprime aû moyen 
Les indices æ, a, ...,4 étant supposés 


1 CAT ES ee 


inférieurs à A, la portion de Mas 4 dpt ui provient de Q, 


s'exprime au moyen des formes w,, ... w,_,, tandis que la partie 


qui provient de a,dx, est égal au produit de dx, par le coefficient 


de dx dx dans 0,.La forme w,. .  renfermera donc 
Ut Xp—1 Gi ... Ap—i 


un terme en dx, à moins que le coefficientde dx, dx, dans 9, 


Ap—1 
soit nul. Ceci ne peut avoir lieu pour toutes les combinaisons des 
n — 1indices 1,2,..., —1,p—1àp—1 à moins que la forme 9, ne 


soit identiquement nulle, c’est-à-dire à moins que w. ne figure pas 
q : n $ 


_dans l’expression de Q. On verrait de la même façon que les formes 


Or, ..., Gn—1 ne peuvent figurer dans Q si toutes les formes de 
Pfaff associées sont des combinaisons linéaires de w4, &9, ..., op. 
En rapprochant ces deux résullats, on voit que lorsque les 
équations du système S se réduisent à 7 équations distinctes 


Di ==: 0, USE 0. QT 0, 


la forme symbolique a peut s'exprimer symboliquement au moyen 
des r formes linéairement distinctes w,, w+, ..., w, (1). Elle ne peut 
s'exprimer au moyen de moins de r formes linéaires distinctes, 
puisque dans ce cas les équations du système associé se réduiraient 
à moins de 7 équations distinctes. Nous dirons pour abréger que 


(‘} Ge théorème peut être considéré comme l’extension aux formes symboli- 
“ques d’un théorème d’algèbre, relatif aux formes algébriques ordinaires. 

Pour qu'une forme algébrique F(x,, &,, ..., &n) de degré p à n variables puisse 
s'exprimer au moyen de r formes du premier degré linéairement distinctes, il 
faut et il suffit que toutes les dérivées partielles d'ordre p — 1 de la forme F se 
réduisent à r formes linéairement distinctes. 
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la forme symbolique. est de rang r. On peut d’ailleurs remplacer 
&ys Dos +. Wr par r combinaisons linéaires distinctes de ces formes. 
IL est ee que ce nombre r est un envariant, relativement à 
tout changement de variables. Le système S est de même un sys- 


_tème covariant. Supposons en effet que la forme © s'exprime sym- 
PP 


boliquement au moyen de r formes de Pfatf linéairement distinctes 
O1, os W3, +. Wr, Et ne puisse s'exprimer au moyen de moins der 
formes de Pfaff. Le système S est alors équivalent aux r équations 


w; — 0. Si, par un changement de variables x; = v;(y,, ..…., yn), les. 


formes w,, .…., w, se changent en r formes dé Pfaff Il, ..…, Il, la 
forme Q elle-même se change en une nouvelle forme symbolique 
qui s’exprimera au moyen des formes IL,, IL, ..., Il,, et les équa- 
tions du système associé à la nouvelle forme sont des combinai- 
sons linéaires des r équations Il; — 0. D'ailleurs ces équations ne 
peuvent se réduire à moins de r équations distinctes, car la forme @ 
pourrait alors s'exprimer au moyen de moins de r formes de 
Pfaff. Les équations du système S se transforment donc, par un 
changement de variables, en un nouveau système d’équations de 
Pfaff qui est précisément le système associé à la forme transformée. 

Le rang r d'une forme de degré p à n variables est au moins 
égal à p et au plus égal à n. Si les coefficients de la forme a sont 
quelconques, on a r — n. Le rang est égal à p si la forme consi- 


dérée est le produit symbolique dé p formes de Pfaff et dans ce cas 


seulement, ce qui fournit un moyen de reconnaître si une forme 


. de degré p est décomposable en un produit de p formes de Pfaff. 


Pour une forme de Pfaff w, le système associé se réduit à l’équa- 
tion w — o elle-même et le rang est égal à un. 


Remarque. — Si une forme Q à n variables s'exprime au moyen 
de n — y formes de Pfaff distinctes, on ne peut en conclure immé- 
diatement que la forme est de rang n — v. On peut seulement 


affirmer que le rang est au plus égal à 7 — y, car les équations 


de $ contiennent au plus n — y équations distinctes. 


Applications. — 1° Etant donnée une forme Q de degré supé- 
rieur à un, on ne peut pas toujours, par un changement de varia- 
bles, la ramener à une forme où figurent moins de n différentielles. 

G. Prob. 9 | 


A TUE 
SAME 
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En effet, si dx, par exemple ne figure pas dans 0, le rang est au 
plus égal à n — 1, puisque a s'exprime au moyen de n — 1 formes 
de Pfaff seulement, dx, ..., dx, à. re 

Cette condition est suffisante. Soit en eftet Q une forme de rang 
r  n, qui s'exprime au moyen de r formes linéairement distinc- 
tes w,,&,, ..., wr. Ainsi qu’on l'a déjà démontré à plusieurs repri- 
ses, nous pouvons choisir un nouveau système de variables y,, .…, y,. 
tel que les équations 


Yi tres Ga ..…., Ur a (me (Es: 


représentent une famille d’intégrales M, à une dimension des 
_r équations op o. Les formes w,, &,, ..., or» s'expriment donc au 
moyen des différentielles dy, ..., dy,_, seulement, et la forme a 
elle-même ne renfermera pas dy,. 


20 Pour üne forme symbolique du second ee 
es d'Aindæidær, 
le système associé S se compose des n équâtions 
(85) Ada + Aïda: +. + Aindän = 0, VUTEE na an) 


dont le déterminant est un déterminant symétrique gauche. Ces équa- 
tions se réduisent donc à un nombre pair d'équations distinctes, et par 
conséquent le rang d’une forme symbolique du second ordre est toujours 
un nombre pair. Une forme de cette espèce peut être ramenée à une 


forme simple qui rappelle la forme canonique d’un covariant bili- 


néaire. En effet toute forme du second degré de rang 2p pe t s’écrire 
comme il suit 


(36) 09 Fe 30% + Prat 


Dis G9p ce9 QE étant 2p formes de Pfaff linéairement distinctes. La pro- 


priété est évidente sip — 1. Pour démontrer qu'elle est générale, il 
suffit de vérifier que, si elle est vraie pour une forme de rang 2p—2, 
elle est vraie pour une forme de rang 2p. Si Q est une forme de rang 2p; 
on a à \ 


0e (Eau) xx D Birwion, (RDS ere 2) 


4 » 93 vs op étant 2p formes de Pfaff distinctes. La forme D Brook est 
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de rang inféricur à 29; comme elle est de rang païr, elle est au plus de 
rang 2p— 2. Elle ne peut être de rang inférieur à 2p — 2, car Q serait 
de rang inférieur à 20. La propriété étant admise pour une forme de 
rang 20 — 2, ils’ensuit qu’elle est vraie pour une forme de rang 2p. 

La démonstration prouve d'ailleurs que Q peut être mise sous la 
forme (36) d’une infinité de manières. 

Si le déterminant de Pfaff relatif aux équations (35) est nul, la 
forme Q est de rang inférieur à n, et on peut la ramener à une forme 
où ne figurent que n — 1 différentielles. C’est ce qui a toujours lieu sin 
est impair. Sin — /4;et si ce déterminant est nul, on a 7 — 2, et la 
forme Q est Le produit de deux formes de Pfaff w102, comme on l’a déjà 
démontré (no 25). 

30 Reprenons une forme © à n variables et de rang r inférieur à n. 
Si l’on a choisi les variables 1, ys, .…, y, de façon que les formes de 
Pfaff wi, w2, .. , wr ne renferment pas dyn, il en sera de même de 0, et 
toute multiplicité M, à p dimensions définie par n— p relations de la 
‘forme - 


Pr Ve fl Ua) > Cie 


où, ne figurent que les n — 1 variables 74, ÿ2, .…, Yn-1 est une multipli- 
cité intégrale de l'équation Q — 0, car le produit Qdf, … dfn-p, qui est 
de degré n et ne renferme que n — 1 différentielles, est identiquement 
nul. Ces intégrales s’obtiennent en associant suivant une loi arbitraire 
les intégrales M; à une dimension, représentées par les équations 
yi = Gi = 1,2,...,n— 1), du système de Pfaff | 


D —10); RORNO EE OT = 


Plus généralement, supposons que le système précédent admette une 
famille d’intégrales My à qg dimensions, telle qu’il passe une de ces 
intégrales par un point arbitraire. On peut alors choisir un système de 


variables 71, …., y,, tel que les différentielles dyn-g+1, .…, dynne figu- : 


rent pas dans les formes w;, et ces intégrales M, sont définies par les 
n — q équations ; 
I Caen = Ce g 

: Les différentielles dyn—g+1, ..…, dyn ne figurent pas non plus dans la 
forme Q, et le produit Qdfi .…. dfn+1-p-q4 est identiquement nul, 
quelles que soient les fonctions fi, fa, ..., fn41-p-q des n — q varia- 
bles 71, ..., Yn-g. On obtient ainsi des intégrales à p + q — 1 dimen- 
sions de l’équation symbolique Q — 0, engendrées par les multiplicités 
My associées suivant une loi arbitraire. 

- 40 Les raisonnements de ce paragraphe prouvent qu’une forme sym- 
bolique qui s’exprime au moyen des r formes de Pfaff 


AE AR TD, 
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ne peut être identiquement te s'il n existe pas une relation linéaire 
au moins entre ces r formes. Toute intégrale de l'équation symbolique 
Q = o satisfait donc à une ou plusieurs relations de la forme 


its Æ doioe + ... + drior 10 PAU = 1,2, +. te 


En. écrivant que la relation Q = o est une conséquence des équations 
précédentes, on obtient un certain nombre de conditions entre les L 
coefficients SR 8 et les coefficients ?x5, qui permettent d'exprimer 

... p 


tous ces coefficients au moyen des variables æ1, ..…., æn, et d’un certain 
nombre de paramètres arbitraires Us ce. Use On est ainsi conduit à un 
système d'équations de Pfaff À n + s inconnues Zi; +. Lys Us ses Use 


33. Classe d'une forme dérivée. — Les formes de Pfaff 
W4, Oe, ++, Ur au Moyen desquelles s "exprime une forme symboli- 
que à de degré supérieur pouvant être quelconques, il est clair que 
le système S associé à une forme Q n’est pas en général com plète- 
- ment intégrable. Mais le système associé à une forme dérivée est 
toujours complètement intégrable. 

On le vérifie immédiatement pour une forme dérivée du second 
re qui, d’après la théorie d’une forme de Pfaff, peut être rame- 
née à la forme canonique 


dx,dx, + ... + dX2r-1dXor; 


le système associé se compose des 2r équations dx;— 0. 

Pour ne pas compliquer l'écriture, nous démontrerons la propo- 
sition pour une forme dérivée du 3° ordre; la méthode est d’ ailleurs 
générale (1). 

Soit a’ une différentielle totale symbolique du troisième ordre 


(37) F—= de Andæidændæ ; _ 
î, k,l 


1) 


= 4 7 nin — L < ; + 
Je système associé S' se compose des ro équations de Pfaff 


(38) Le: CENkdm PEER 
; Es | $ 


Nous voulons établir que, si ce système se compose de 7 équa- 


(1) Annales de la Faculté de Toulouse, t, VII, 1915, p. 20 et suivantes. 


Qu 
L 


‘qui deviennent ici 


à IR PC. NO Sa em Ÿ eh à CRAN, CAL + ECC APT M LS LT 428 F3 
De ri 4 VEN TA te FE AR £ SES vas + nd à 
ENMERIT CT # PV r Mr 7 1e 3 CITE À ; A 

À + OA + x L c : 3: : k ï 


Lui à 
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tions linéairement distinctes, 1l est équivalent à un système de 

r équations 

di =#0; PR de o, 

as fes +. fr étant r fonctions indépendantes de x,, &,, ..., æ,. 
La démonstration est tout à fait analogue à celle qui a été déve- 


loppée au n° 5, pour le système S,, qui n’est au fond que le système 


S' correspondant à la forme dérivée w' d’une forme de Pfaff. La 


propriété que l’on veut établir est encore évidente si le système S' 
contient n ou x — 1 équations distinctes. Il suffit donc d'examiner 


le cas où ce système S’ contient seulement r équations distinctes 


(r Zn — 1). On peut alors adjoindre à ce système n — r — 1 équa- 
tions de Pfaff 


Ad, + + AindTn — 0, (G—=1,2,...,n—r—1), 


dont les coefficients peuvent être choisis arbitrairement, à condition 
de former avec S/ un système de 7 — 1 équations linéairement 
distinctes. Le système ainsi obtenu admettant n — 1 intégrales 
premières, supposons -que l’on ait choisi un nouveau système de 
variables (y,, ys, ..., y,) de façon que ce système admette les com- 
binaisons ‘intégrables dy, — 0, ..…., dy,_, — 6. Après ce change- 
ment de variables, la forme Q' se change en une nouvelle forme 


> By 
LAN : 


qui est aussi une différentielle totale et et le système S' 


devient, par le même changement de variables, 


nm 


+ Badys = 0 NE B AR RON E 


LEA 
Ce système doit être vérifié identiquement quand on y fait 
dy, = 0, .…, dy,_, — 0; tous les coefficients B;;, sont donc nuls, 


_quels que soient les indices # et k. D'autre part, puisque la 


forme o/est une différentielle totale symbolique, on a les relations 


dB;x1 dBzun dByni dBrik __ 


nee JUEE OO YEROUR LUN 
; « DBiké | 
— —0o, puisque Brn —= Bin = Bisn —0. 


L 
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Après le changement de variables, la forme à! et le système S' ne 
renferment done ni y,, ni dy,. On a donc, par ce changement de 
variables, ramené le système S' à un système de 7 équations à n—1 
variables. nie 

Sir — n — 2, le théorème énoncé est établi. Si r << n — 2, on 
remarquera que le nouveau système S' est associé à une forme 
dérivée a! à n — 1 variables. On peut done, par un nouveau chan- 
gement de variables, le ramener à un système équivalent de r équa- 
tions à n — 2. variables, et ainsi de suite. On finira donc par le 
ramener à un système de r équations à 7 + r variables, c’est-à-dire 
à un système com plètement intégrable. 

Voici une conséquence importante de ce théorème. Le système S' 
étant complètement pres est équivalent à un système de 
r équations | 


Fibre df, = 0, …, dfr—0; 


nous prendrons un nouveau système de variables (y,, y,, .…., y,) 


OÙ Yi = fi, «.., Yr — fr. Avec ce nouveau SOL, de variables, la 
forme a’ devient : 


(39) A mo 
z Le T 


et le système associé S' doit être vérifié identiquement quand on y 
fait dy, — 0, ..., dyr, quels que soient dyrr1, ..., dyn. I faut 


pour cela que tous les coefficients B;x, où l’un des indices est supé- 


rieur à r, soient nuls, et on en déduira, comme plus haut, que les 
autres coefficients sont indépendants de yr+4, ..., yn. Dans la 
‘ nouvelle expression dé a! ne Jiqurent donc que les r variables 
Yas --, Yr et leurs différentielles dy,, ..., dyr. 

_ Quelles que soient les variables choisies, on ne peut trouver 
pour Q/ une expression où figurent moins de r variables (soit dans 


les coefficients, soit sous le signe d). En effet, si l’on pouvait 


mettre Q/ sous une forme 
0 Gindridender, 
t,'k, l 


où ne figurent que r— s variables £,, #,, ..., £r_. et leurs diffé- 


{ 


DÉS 
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rentielles, dans les équations du système associé ne figureraient 
que r — s différentielles dz,, ..., dzr_, et par suite ce système ne 
pourrait renfermer r équations linéairement distinctes. 

Ceci permet d'étendre la notion de classe à une forme symboli- 
que de degré quelconque. On appelle ainsi le nombre minimum 
de variables au moyen desquelles on puisse exprimer cette forme 
par un choix convenable des variables, ces nouvelles variables 
figurant soit dans les coefficients, soit sous le signe d. Le résultat 
qui vient d’être démontré prouve que la classe d APR dérivée 
est égale au FEU de celte forme. 

Nous dirons qu’une forme de classe r est ramenée à une forme 
réduite lorsque dans son expression ne figurent que r variables 
et leurs différentielles. II y a évidemment une infinité de manières 
de ramener une forme dérivée à une forme réduite, mais toutes 
ces formes se déduisent l’une de l’autre par un changement de 
variables portant sur les r variables qui y figurent. Soient en 
effet | 


YBrdyidyrdyr, YCdsidsndsr (HS as Er) 


deux expressions réduites d’une même forme dérivée. Le système 
associé S’ peut être écrit sous l’une ou l’autre des deux formes 


(dy, = 0, dyr—0) (dr, —=0,.…., dr =0). 


IL s'ensuit que les équations y; Gi, ou g: = Ci (i—1,2,...,r) 
représentent l'intégrale générale d’un même système complète- 
ment intégrable de r équations. On a donc des relations 
Yi ilBys +. £r), et l’on passe d’une des formes réduites à l’autre 
par un changement de variables. 

Les variables qui figurent dans une forme réduite de Q’ consti- 


tuent donc un système d’intégrales du système associé S’. Si l’on 


peut ramener Q' à une forme réduite, on a Br là même intégré le 


système S’. 


84. Classe d’une forme quelconque. — La classe d’une 
forme symbolique quelconque se définit comme la classe d’une 
forme dérivée. Il est clair que, quand on passe d’une forme Q à sa 
dérivée 9/, on n'introduit aucune variable nouvelle qui ne figure 
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pas dans Q; la classe ne peut donc augmenter. Par suite, si 0! est 
de classe r, Q est au moins de classe r, mais elle peut être de classe 
supérieure à r. Supposons la forme a! de classe r mise sous une 
forme réduite où figurent seulement r variables et leurs différen- 
üelles; on peut par des quadratures (n° 26) déterminer une 
forme O, ayant pour dérivée a’ et où ne figurent que les mêmes 
variables qui figurent dans à’. Cette forme à, est donc de classer, 
et la différence a — a, est une différentielle totale symbolique qui 
_peut dépendre d’un nombre quelconque de variables ne figurant 
pas dans 0’, Si Q n’est pas une forme de Pfaff, sa classe peut donc 
être un nombre quelconque supérieur à r. | 
Pour déterminer la classe d’une forme de degré supérieur, pre- 
nons par exemple une Hoee du second degré, qui ne soit pas une 
forme dérivée . 
(ko) | = d'Axkdridtn ; 


FRS | 
le raisonnement est doi général. Soit Q, la forme ride 
Ga 0, = erTlo — e7F1 62 et 

] NE 


où Æn+1 est une nouvelle variable indépendante, qui restera. la 
_ même dans tous les changements de variables portant uniquement 
sur les » variables æ,, æ,,...,æ,. La forme dérivée a!, a pour 
expression dE 


(2) on = 700 + er tirn po 


Bts > AirdLidXrdXI + 2 ArdxidT&rdLn+4 l : 

LR, L i,R 1e 

GEST Mes 

Le système S', associé à la forme « 0/, se compose de deux grou- 
pes d'équations : 


ve n). 


4 


An ù 
(43) > A;kdr —= O0, (= Ds 24 she 9 n) | 
| ne RAA ; ; 
S', 4 


(44) D Ve . Ain dn- n=0, | (, k=1, 2, sn). 
1=1 : 


T 


bles portant uniquement sur les variables x,, æ,, ..., æ 


Date dois inc Éd dE CS D 
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Ce système S’, est complètement intégrable, d’après la proposi- 
tion générale du paragraphe précédent. C’est aussi un système 
covariant de la forme a, relativement à tout changement de varia- 
À 

Si l’on adjointaux équations du système S’, l'équation d'En+4 EE LA 
on obtient un nouveau système complètement intégrable qui, 
abstraction faite de la dernière équation (la seule qui contienne 
dTn+41), se compose des deux groupes d'équations 


- - n ’ 
(45). DENT D Ada: = 0; fee a Er à = 
= = 


Ce système S + S’ s'obtient donc en prenant toutes les équations 


des deux systèmes S et S’. Il est évident, d’après cela, que c'est un 
système covariant de la forme a, et il serait facile de démontrer 


directement qu'il est complètement intégrable, par un raisonne- 
ment tout pareil à celui du numéro précédent. 
Si le système S + S'se compose de q équations linéairement | 
distinctes, la forme à est de classe q. 2e s 
Soit en effet df, — 0, ..., dfj —0o un système de g intégrales 


premières distinctes de S + S’. Si l’on prend un nouveau système 


de variables (y,, ..., Yn) telles que y, — f,, ..., Ya — fa la 
co à se sauge en une nouvelle forme 


a =?) D Badyidyn 
“a | = 


et le système S + S' correspondant à cette forme doit se composer 
des qg équations dy, = 0, ..., dy; — 0. Tous les coefficients B;x, 


B;x, où l’un des indices est supérieur à g, doivent donc être nuls. 


Il s'ensuit que les différentielles dy;, ..., dy, figurent seules dans 
l'expression de 0. De plus, tous les coefficients Bin, où 1 <q +1, 
k<q+1,ne dépendent que de Yys Ya ++, Yg- On a par exemple, 
Sig +1,k <q + 1, 

dB; dBAn dBni 

un og x? 


u 


Bizn — 


2B;x 
Un 


pendant de yn-1, ..., Yg+1. 


et par suite 


— 0 ; on démontrerait de même que B;r est indé- 
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En second lieu, il n’est pas possible d'exprimer a au moyen de g' 
variables z,, £,, ..., 4! et de leurs différentielles, si g << q. En 
effet, le système S + S', ne contenant que g’ différentielles, ne 
pourrait se composer de q équations linéairement distinctes. 


Soit c la classe d’une forme 0, c' la classe de la forme dérivée. : 


Lorsque le systèmeS ne renferme pas d'équations linéairement 
distinctes des équations deS',onac=— c’, et il suffira d'intégrer le 
système S' pour ramener Q et Q' à une forme réduite par un même 
changement de variables. 
Sic> c', le système S + S’ contient c — c! équations de plus 
que le système S”’. Pour intégrer le système S + S', on intégrera 
* d’abord le système S’, et il restera ensuite à intégrer un système 
complètement intégrable de c — c' équations. 


— 


Exempze. — Soit 0 — x°dx,dx, + x,dx,dx, + dx,dæx, ; ona 


= an dL;02 dep dr dasdr,, 
Le système S’ ne comprend que trois équations distinctes 
DHL ER 0, QUE 0 Te 
tandis que le système S + S' comprend quatre équations 
dx, =0,. dx, —0, de, — OUT . 


La forme Q est donc de classe quatre, et la forme a! de classe 
trois. On peut écrire en effet 


Lu dx,dx,d(22,æ, + Lj). 


4 


REMARQUE. — Toute forme de degré p et de classe p peut être 
ramenée à la forme Q — Kdy,dy, ... dy,, où K doit être une 
fonction de y,, ..., y,. On peut donc supposer K—1, et à est une 


différentielle totale symbolique. | 

Toute forme de degré p et de classe p + 1 peut de même être 
ramenée à la forme Ynrdyidys .. dy, (n° 28), et n’est pas une 
différentielle totale symbolique. La forme dérivée est aussi de 
classe p + 1. 


APPLICATION. — Etant données p fonctioris quelconques indépendantes 
Ja ..,, Jr de n variables æ1, &2, .., Æn(n => p), les-déterminants 


RSR LL, seen En ra “dre AE 2, Maire A 
as T2 "7 + st 4 PRES Fr * à 

A 24 PE Fe « =) Lu , 

re VTT ù ras, k 

RD: Le ét id ; 


- 
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fonctionnels A LR POP CE Ai, As +.) Gp SODŸP 
Re ROIS DS Re el 


nombres entiers différents choisis parmi les n premiers nombres, véri- 
fient des relations différentielles et des relations algébriques. On 
obtient ces relations en exprimant que la forme symbolique 


0 = Dhs all eee Un, = AAA fe + fon 


où le signe = est étendu à toutes les combinaisons p à p des n indices, 
est une différentielle totale symbolique de classe p. On a les relations 


différentielles en écrivant que Q est une différentielle totale symboli- 


que, et les relations algébriques en écrivant que Q est de classe p. Ces 
conditions sont suffisantes pour que les fonctions À, - 4. Soient les 
2... Up 


jacobiens de p fonctions f1,.f2, ..., fs par rapport à p des variables æi, 
car toute forme de degré p et de classe p, qui est une différentielle 
totale symbolique, est réductible à la forme dfidfs . dfo. Il suffit 
même, nous venons de le voir, que cette forme soit de Free P: On peut 
donc écrire les conditions de deux façons, soit en écrivant que { est 
une différentielle totale symbolique, et que les équations de $ se rédui- 


sent à p équations distinctes, soit en écrivant que les RP ‘ar 


système S + S' se réduisent à p équations distinctes. 


35. Analogies avec une forme de: Pfaff. — Le système S’ 


est l’analogue du système $S, étudié au n° 5, et le système S + S' 
l’analogue du systèmeS, (n° 6), qui détermine la classe d’une 
forme de. Pfaff. On peut expliquer comme il suit pourquoi les 


systèmes S'et S + S' sont une généralisation naturelle des systè- 


mes S, et 5,. Etant donné une forme symbolique de degré p 


Q — Pre s PRET R À. SA de, 


p 


considérons p éléments linéaires différents 
; 2 
(dm dr ex, (HE eEa À (dx, dx, RTS Le M PACE (dx?, NUE, 


nous dirons que ces p éléments sont en Enuolmiton relativement à à 
la forme o, s'ils satisfont à à la relation 


7. 
DE HA 169) (des) 4 (d2, ) tt 


la sommation étant étendue à tous les arrangements des n indices 


D à p. 
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Dans le cas particulier où p=— 2, si la forme donnée est la forme 
dérivée w’ d’une forme de Pfaff w, la définition de deux éléments 
linéaires en involution coïncide bien avec celle qui a été donnée 
plus haut (n° 8) Il résulte aussi de cette définition que p éléments 


linéaires distincts appartenant à une même multiplicité intégrale 7 


de l'équation à — o sont en involution relativement à la forme à. 
Un élément linéaire (dx,, dx,, ..., dx,) est un élément singu- 
lier pour une forme © s’il est en involution avec p—1 autres élé- 
ments linéaires quelconques relativement à cette forme. Les équa- 
tions du système S déterminent précisément les éléments singuliers 


pour la forme 0, et les équations S’ les éléments singuliers pour la 


forme dérivée a. Dans le cas limite où la forme a est une forme 
linéaire, les éléments singuliers pour cette forme ne peuvent être 
que les éléments intégraux eux-mêmes. On voit d’après cela que le 
système S, (n° 5) définit les éléments singuliers pour la forme 
dérivée w', et le système S, les éléments singuliers pour les deux 
_formes w et w'. Les systèmes S'et S + S' pour une forme de degré 
quelconque jouent donc le même rôle dans l’étude de cette forme 
que les systèmes S, et S, dans l’étude d’une forme de Pfaff. : 

L’analogie avec la théorie d’une forme linéaire se poursuit plus 
loin. Le système S', écrit plus haut est évidemment l’analogue du 
système S, (n° 7) ou système caractéristique pour une équation de 
Pfaff, tandis que le système S” formé par Île second ExRUEe des 
équations de 5, 


(s") LS Asnder + Aindænia= 0; (ik =1,2,% 1) 
117 | 
est l’analogue du système S,, où système de Pfaff. 
Si l'on peut satisfaire aux équations de S" sans supposer 
dXnx41—0, le système S + S'est identique au système S’. Si nous 
posons en effet | | 


les équations de S" s'écrivent 


> Aikih + Air = 0, 


tonnes dis dé 


Laden LS 


rer 


Li Shen 


di. als noi net dé ‘0 d 
4 Le. 


"A 


jé ant Dé à étntie diré. if Mb LS ne: in db dei | 1e 
s ; 1 Fa 7 


he) dd - Le sente gi fuitèds à jen 


_ naison immédiate, que les éléments linéaires qui vérifient les rela- 
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et on en déduit 
br 2 And + > AixdXr = 0, 
l k hk 


de sorte que les équations du système $S sont des conséquences des 
équations de S. 

Par conséquent, lorsque les deux formes @, 0’ sont de classes 
différentes, on ne peut satisfaire aux équations de S" qu’en prenant 
dx, ;, — 0. Ce système S” est donc identique à S', et le système S', 
est identique à S + S’.. T3 
- Lorsque les deux formes Q, a’ sont de même classe, les équa- 
tions de S sont des conséquences des équations de S’, et les deux 
systèmes S”, S;' sont identiques. On voit en effet, par une combi- 


tions S” vérifient aussi les relations 


, à Auadændær + drn+: (2 re) = 0, 
k, 1. | À | 


qui deviennent, en tenant compte de la condition A;xr + Air = 0, 


dn+1 (2 RTE) Et ON 
R 


Si dr, ., n’est pas nul, on retrouve les équations du système S. 


Si dx,., — 0, le système S" est identique à S'et, par hypothèse, 


les équations de S sont des conséquences des équations de S'. Tous 
les éléments linéaires qui vérifient le système S" vérifient donc 
aussi le système S et par suite le système S,’. 

Des quatre systèmes complètement intégrables 5", 5 + ,51,,5,,5", 
il y a donc au plus deux systèmes distincts. 


86. Classe d’une équation symbolique. Caractéristiques. 
— Le système S,' donne la classe de l'équation à = 0. Supposons 
_ que ce système se compose de » + 1 équations distinctes. [ladmet 


alors m intégrales indépendantes de #,,,, et une dernière intégrale 
dépendant de x,,, de la forme 


Lara + Fey, &,) = C, 


A 
GT 


PPT ENS  287  PMAERE 


PP MTL RER 
fes APR 


212 


1 AE PR a . Lt C4 De PT AI MeL72 AP e Ve PE Fr 
LÉO pe ONE PE RP PET AT ET INR SRE 
dl. " ‘ SR ENT» k ls gt 2 NZ Fr Po ÿ 


vu 
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qui s’obtiendra par une quadrature quand on aura obtenu les inté- 
grales premières indépendantes de æ,,,. Imaginons que l’on fasse 
un changement de variables de façon que y,, y», ..., y, Soient 
précisément m intégrales de S;', la variable auxiliaire æ,,, n'étant 
pas changée. Les équations 


n . ne 
2 Bixdyr =0, >: Biridyr + Bixdæny4 = 0 
RkR=1 l=1 
devront être vérifiées quand on y remplacera dyis dyss . +, dy, par 


zéro. Il faut pour cela que tous les coefficients B;r, où l’un des 
indices est supérieur à m», soient nuls, de sorte que Q ne renfer- 
mera que les différentielles dy,, ..., dy. Il faut de plus que les 
relations 


n 

D Bd + Bindtny=0o (iSm k<m) 
l= m+1 
Bixi 


AR 
ER soit inde 


se réduisent à une seule, ce qui exige que le rapport 
pendant des indices ; et À. Mais on a 


Bir 0Bri , OBui __ 0Bix 
dy! dyi OUR AU 


Biki — 


Fe doit donc être indépendant de y: (=> m), et 


par suite le rapport de deux coefficients quelconques de à est indé- 


Le rapport —- 
PP Bir 


pendant des variables y,,,,, .…., 4,, etl’on a pour Q une expression 
de la forme 
(46) = K > Cixdyidyn (ES LEE 
î, À 

les coefficients Gix ne dépendant que des variables y,, .…, y. Par 
un raisonnement déjà employé plusieurs fois, on démontre que la 
forme Q ne peut être mise sous une forme analogue, où le nom- 
bre m serait remplacé par un nombre inférieur. C’est ce nombre m 
que j'appelle /a classe de l'équation à = 0. 

Nous avons maintenant deux cas à distinguer. Si le facteur K 
ne dépend que des variables y,, y, .. Um On peut évidemment 


supposer K — 1. La forme © est elle-même de classe mn, mais la 


classe de a’ peut être un nombre quelconque inférieur à m. 


1 
" 


ep 


hé se LS né 


ts dt. Éébd 


CR - 
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Si le facteur K dépend d’autres variables que y,, Ye, ., y, on 
peut supposer K — y,,,,. Les m + 1 équations du système S', se 
réduisent à 


dy, = 0, ..., dy, —0, ymts + Yi nr = 0. 


La classe de Q estm + 1, tandis que la classe de l'équation Q —0 
est seulement m». Dans ce cas, la classe de Q’est aussi »m + 1,puis- 
que les systèmes S”, et S + S' sont différents. 

En résumé, nous avons trois nombres à considérer : 1° la 
classe c de la forme Q ; 2° la classe c' de la forme Q’ ; 30 la classe y 
de l'équation a — o. Ces nombres ne peuvent être tous les trois 
différents, puisque l’on a y — 6€, si c >> c'. Dans le cas d’une forme 
de Pfaff, deux de ces nombres sont toujours différents. 

Pour une forme de degré supérieur, ces trois nombres peuvent 
être éqaux. : 

Parexemple, pour la forme 0 —x,dx,dæx, + x,dx;dæx, + dx;dx,, 
les systèmes S', S”, S + S', S', sont identiques et donnent dx; = 0 
(= 1, 2, …, 6). Les trois classes sont égales à 6. Il en est ainsi 
toutes les fois que le système S est équivalent à S'. Au contraire, 
pour une forme y,.,dy,...dy,,on ac=c'=p+1,y= p. 

Le système S,', où x,,, est regardé comme, un paramètre 
auxiliaire, est encore le système caractéristique pour l'équation 
Q — 0. Toute multiplicité intégrale de ce système, c’est-à-dire 
toute multiplicité dont tous les éléments linéaires vérifient les 
équations de S;', est une multiplicité caractéristique. I] existe des 
multiplicités caractéristiques M,_,, à na — m dimensions représen- 
tées par les équations À 


| : PEAU + #2 is es 


… 


où Yi, :.., ÿ, sont m intégrales de S,', indépendantes du paramè- 
tre z,.,, et toute multiplicité caractéristique s'obtient en prenant 
une multiplicité arbitraire sur une de ces multiplicités M,_,,. Nous 
dirons que y,, .…., y, forment un système de variables caractéris- 
tiques. “ 

Le lieu des multiplicités caractéristiques M,_,, issues des diffé- 


rents points d'une multiplicité intégrale quelconque M, de l'équa- 
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tion Q — 0 est aussi une multiplicité intégrale de la même 
équalion. # 

La démonstration est toute pareille à celle du n° 17. Supposons 
l'équation a — o ramenée à une forme réduite où ne figurent que 


les m variables caractéristiques y1, ..…, y, et leurs différentielles. 
Soient nier 
(4: Yi PAU loss ris (LES RE RER À 


les équations qui représentent une intégrale M, à r dimensions, 
Uy, -., Ur étant r paramètres arbitraires. Les conditions qui expri- 
ment que les équations (47) définissent une multiplicité intégrale 
ne ‘font intervenir que les 77 fonctions +,, ..., 0. On peut donc 
remplacer 4,41, -..,+, par des fonctions absolument arbitraires 
des 7 paramètres u; ou d’autres paramètres. Les équations 


AU CHUTÉ ND Ur), es Ym = Em(u,, des 4 Ur), 
YnmH = Uri, ee, Yn = Urtn-m;, 


OÙ Ur+iy +.» Urkn—m SON de nouveaux paramètres arbitraires, 
représentent donc aussi une multiplicité intégrale qui sera à 
r + n—m dimensions au plus. Ilest clair que cette multiplicité 
est le lieu des multiplicités caractéristiques M,_., issues des diffé- 
rents points de la multiplicité M. En particulier, le lieu des mul- 
tiphicités caractéristiques M,_,, issues des différents points. d’une 
multiplicité quelconque d'ordre inférieur à p est une multiplicité 
intégrale. 


REMARQUE. — Considérons le produit symbolique de p formes de 
Pfaff distinctes 
Q — W,0, ... 0. 
_ Siles p équations w; — o forment un système complètement 
intégrable, ce produit peut être ramené à la forme 


o = Kdy, ... dy, ; 


IFR y» Sont les variables caractéristiques, et la détermination 

des multiplicités ANNE est ramenée à l'intégration du 

système des p équations w; — 0. | 
Plus généralement, sio est le produit de p formes de Pfaff quel- 


4 
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conques linéairement distinctes, la classe de l’équation Q — 0 est 
égale à la classe du système de Pfaff formé par les p équations 
wi; = 0 (Voir plus loin Chap. NT). | 


37. Remarques sur l'intégration des systèmes précédents — 
Les systèmes S’, S + S', ne sont pas dés systèmes différentiels quel- 
conques. St l’on connaît toutes les intégrales du système S', sauf une, 
on peut achever l'intégration par une quadrature. Supposons que le 
système S’ se compose de r équations distinctes et que l’on connaisse 
r — 1 intégrales premières. On peut supposer que l’on ait effectué un 
changement de variables tel que ces intégrales premières soient 
Yas Yas ..., yr—1. Les r équations distinctes du système S’ doivent donc 
se composer des r — 1 équations dy; = 0, ..., dyr_1 = 0, et d’une seule 
équation distincte de celles-là. En d’autres termes, les équations du 
système S’ doivent se réduire à une seule, quand on y fait dy = 0, ..: 
dyr—1 = 0. Elles ne peuvent d’ailleurs être toutes vérifiées identique- 
ment après cette substitution, car le système S' ne comprendrait alors 
quer — 1 équations distinctes au plus. Tous les coefficients Biri, où 
deux des indices sont supérieurs à r — 1, doivent être nuls. Supposons, 
par exemple, que l’on ait Bixr = 0, het k étant supérieurs à r — 1. Les 
deux équations du système S’, où l’on a fait dyi —=0,... dyr-1 = 0, 


n LL 
> Binidy, = 0, à Binidyy = 0, 
IT - : ; 


IT 


E À 


ne peuvent se réduire à une seule, car la première contient un terme 
en dyn et ne contient pas de. terme en ‘dur, tandis que c’est l'inverse 
pour la seconde. | 

Cela étant, prenons un système de valeurs pour les indices à et X 
tel que tous les coefficients Bix (où /  r) ne soient pas nuls. La rela- 
tion générale 


(48) 


0Birt  0Bnik  OBihi  0Bhir 
oyh oui OUR ol 
devient, puisque Bzin = Bini = 0, si l'et A sont > r, 


Bit  2Bikh _ 
y y 


(49) (Gh=rrEir, x n). 


a 
Le premier membre de l'équation Dà Bikidy; = 0, où l’on regarde 
l=r 
Yo +.) Yr—1 Comme des paramètres, est donc une différentielle exacte, 


et la dernière intégrale s’obtient bien par une quadrature. 
G. Leçons. 10 
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Le théorème classique de Jacobi sur le multiplicateur peut être con- 


sidéré comme un cas particulier de cette proposition. SUppusans en 
effet que le système d’équations différentielles 


HIDE AL CE ES mr: 


Le RE Et 


admette pour multiplicateur l’unité, c’est-à-dire que l’on ait 


dA; x | - 
es SEA 
DE 


, Sin est impair, par exemple, la forme < | 
Qn1 = Aide ... dan + Ads .., dOndæs + ... + And .., d&n-1 
est une différentielle exacte (no 26), et le système S’ correspondant est 
identique au système donné (50). 


On démontrerait de la même façon que, si l’on connaît toutes Lo 


intégrales du système S + S’ sauf une, les intégrales connues compre- 
nant celles du système S', on peut trouver la dernière intégrale par 
une quadrature. 
Dans le cas où l’on a c = y + 1, on a vu au numéro précédent que 
_si l’on a intégré le système caractéristique, on a sans aueune intégra- 
tion la dernière intégrale du système S + S'. 
Quant au système caractéristique lui-même, l'exemple cité à la fin du 
numéro précédent prouve qu'il peut être un système complètement 
intégrable quelconque. 


38. Rang d’une fonction relativement à une forme sym- 
bolique. — Soit Q une forme symbolique de degré p à n varia- 
bles, et de classe o. Si, dans cette forme, on remplace r une des 


variables, æ, par exemple, par une constante C et dx, par zéro, on. 


obtient une nouvelle forme -à n — 1 variables a, de classe 
G—=c—r,r étant positif ou nul. Nous dirons que r est le rang 
de x, relativement à la forme ©. Plus généralement, f(æ, .…, æ,) 
étant une fonction quelconque, supposons que nous établissions 
entre les n variables x; la relation f —C, d’où résulte la relation 
df—= 0 entre leurs différentielles. Ce cas se ramène immédiate- 
ment au précédent par un changement de variables.Si par exem- 
ple f'contient x,, on peut conserver les variables x,, ...,æ, ; en 
remplaçant x, par sa valeur tirée de f = C, et dæ, par sa valeur 
tirée de df = 0, on obtient une forme Q,, à ñn —- 1 variables, et de 


OT 


+ 
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classe c = 0 — r. Le nombre r est le rang de la fonction f 
relativement à la forme ©. 

Supposons Q ramenée à une forme réduite, c’est-à-dire exprimée 
au moyen de c variables y,, y2, ..., ye, et de leurs différentielles. 
Si la fonction donnée f ne s’exprime pas au moyen des variables 
Yir +, ÿe Seulement, mais renferme d’autres variables, il est clair 
que la relation f — Cne modifie pas l’expression de la forme 
réduite, et par suite le rang de f'est égal à zéro. Les seules fonc- 
tions f(x1, ...,æ,) dont le rang relativement à une forme 9 n'est 


pas nul sont done les intégrales du système S + S', dont l'ordre 


est égal à la elasse de a. 

Pour trouver le rang d’une fonction f(x, ...,æx,), on peut 
appliquer la règle générale suivante (1). 

Sotent c la classe de la forme à, et y la classe du produit sym- 
bolique adf ; le rang de f relativement à la forme à est égal à. 
CE SE Le 

Supposons toujours Q mise sous une forme réduite, où figurent 
seulement les variables y,, ..., ycet leurs différentielles. Si la 
fonction f est indépendante de y,, ..., ye, il est clair que le pro- 
duit Odf est de classe e + 1; il est d’ailleurs aisé de s’en assurer 
en observant que le système S + S'relatif à ce produit contient 
une équation de plus, soit df — 0, que le système correspondant à 
la forme Q. On a dans ce cas y = c + 1, et par suite r — 0, con- 
formément à ce qui vient-d’être énoncé. 

Si f est une intégrale du système $ + S', nous pouvonsévidem- 
ment supposer que l’on a f— 7y,. Nous pouvons écrire A —H, 


- +ILdy,, U, et roétant deux formes de degrés p et p — 1 respective- 


ment, la première 11, ne renfermant pas dy,. Soit c, la classe de la 
forme 11, quand on y regarde y, comme un paramètre ; ce nom- 
bre e, est inférieur à c, et le rang de y, est c — ci. D'ailleurs on 
a Q —= Ody1 = U,dy, et par suite Q,'= n,'dy,, n,' désignant la 
forme dérivée de il, où l’on regarde y, comme un paramètre. Les 
équations du système S + S' qui déterminent la classe de la 
forme a, s’obtiennent donc en adjoignant la relation dy, — o aux 
équations du système analogue dont l’ordre est égal à la classe de 


 {!) Comptes rendus, t. 165, p. 541, 1Q17. 
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la forme 11, où y, est regardé comme un paramètre, On a donc 


Ÿ= G + 1, et par suite r — C—""Y + Je 

Il est à remarquer que l'énoncé est en défaut si 1, disparaît ; 
dans ce cas y et c, sont nuls, et y, est de rang: c. Ceci ne peut arri- 
ver que si la forme à est divisible par un facteur df. 
Pour qu’une fonction f soit de rang r, il faut donc que le pro- 
duit adf' soit de classe c — r + 1. En écrivant que les équations 
du système correspondant S + S' se réduisent à c — r + 1 équa- 


tions distinctes. on a un système d'équations aux dérivées partielles 
, .) , P |; 


simultanées du premier ordre auxquelles doit satisfaire, la fonc- 
tion f. Ces systèmes n’ont pas été, je crois, étudiés Jusqu'à présent. 


ExemPce. — Soit Q — dxidæidæ + dx,dx,;dx;; on a ® = p, 
Qdf = dxidxdxa(pidæs + pds + pdt) 
Sr 


+ dx,dx;dae (pdt + padre + pds), - pi= AE 

Les équations du système S’ relatif à Qdf donnent les 6 conditions 
dæi = 0, à moins que l’on n’ait à la fois pi = Pe — ps —0,oup; —=P; 
—=p;= 0. Il y a donc deux familles de fonctions de rang rois, les 
fonctions F(x1, æ+, æ3) et les fonctions P(L4, Lys, &). Toute autre fonc- 


tion est de rang un. 


Remarque. — Il n’existe pas toujours de fonctions de rang supérieur 
à un pour une forme symbolique Q. Soit par exemple @ une forme du 
second degré de classe 5 ; s’il existe une fonction de rang deux par rap- 
port à cette forme, on peut, par un choix convenable des variables, 
l'écrire 


UN ridtadTs + (Aides + Ado + Asdtz + A,dx)dæs. 


La forme la plus générale du second degré à cinq variables ne peut 
être ramenée à cette forme, car-elle dépend de dix coefficients arbi- 
traires, Q n’en renferme que quatre, et le changement de variables le 
plus général n’introduit que cing fonctions arbitraires. | 


GÉNÉRALISATION. — On peut généraliser cette théorie, en consi- 
dérant un groupe de fonctions au lieu d’une fonction unique. 
Soient f, f,,...,/4 un système de q fonctions distinctes des varia- 


bles indépendantes. Si l’on prend un nouveau système de varia- 


bles, tel que f, = y, ..., fa —= ÿas 1 peut arriver qu’en faisant 


NY 
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Yi Gi, dy; =0(i—1,2,...,g) dans la forme 9, la classe de la 
nouvelle forme soit inférieure de 7 unités à la classe de la forme 0. 
On dit alors que le groupe de fonctions (f,,f2, ..., fa) est de 
rang 7 relativement à la forme Q. Pour que r soit positif, il faut et 
il suffit que, parmi toutes les fonctions de la forme æ(f,/,,.…., fa), 
il y ait une ou plusieurs intégrales du système S + S'; la démons- 
tration est toute pareille à la précédente. On peut donc se borner à 
étudier les groupes formés d’intégrales du système S + S'. Soient, 
par exemple, f, et f, deux intégrales de ce système, de rangs, 
et r, respectivement ; si les relations f, — Ci, f, — GC, abaissent la 
classe de Q de r unités, r est le rang du groupe (/,,f.). Il est à 
remarquer que r est au moins égal au plus grand des deux nom- 
bres r,, r,, mais il n’est pas forcément égal à 7, + r,. Ainsi, pour 
la forme de Pfaff wo — y,dz, + y,dz,, les fonctions y,, y, sont de 
rang un, et 2,, z, sont de rang deux ; les couples (y,, £,), (Y2, £2) 


sont de rang deux aussi, les couples (2,, y), (22, y), (Yas Ye) sont. 


de rang trois, le couple (z,, £.) est de rang quatre. Voici un autre 
exemple où r est supérieur à r, + r,. Pour la forme du second 
degré x,dx,dæ, + x,dx,dx,, x, et x, sont de rang un, tandis 
que le couple (x,, x.) est de rang quatre. On reviendra en détail 
sur ce sujet pour une forme de Pfaff (Chap. IV). 


APPLICATION. — Une différentielle totale symbolique du second degré 
est toujours de classe paire, puisque le rang de cette forme est toujours 


un nombre. pair (n° 82). Il s'ensuit que le rang d’une fonction f relati- 
vement à Q’ est zéro ou deux; en reprenant une suite de raisonnements 


tout à fait analogues à ceux du n° 12, il serait facile d’en déduire 


directement que cette forme Q' peut être ramenée à une forme canonique 
dyidz + ... + dypd2p 


si elle est de classe 2p. Nous laisserons au lecteur le soin de développer 


lui-même la démonstration, sans supposer connue la réduction d’une 
» PP 


forme de Pfaff. On peut prendre pour y, une fonction quelconque de 


rang deux (voir n° 142). 


« 


89. Formes du second degré à quatre variables. -- 
Soit Q une forme du second degré à quatre variables 


(Gi) Ù o= Ÿ Axdridær, CC A1, 2,5,4; 
LR 


1%: #. 4 d s 
EL EST sé 
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si cette forme est une différentielle totale symbolique, élle est de’ À 
classe 2 ou 4, et peut êtré ramenée à une des formes canoniques 
dydys dyidy: + dysdys, ÿis Ys, Ya, ya étant des fonctions dis- 
tinctes des variables x,, &,, &3; &,. Si Q n’est pas une différentielle 
totale symbolique, elle est de classe 3 ou 4 ; si elle est de classe 3, 
elle peut être ramenée à la forme canonique y;dy,dy; (n° 84), les 
trois fonctions y;, y: y3 étant distinctes. Considérons enfin le cas 
général où @ est de classe 4, sans être une différentielle totale 
symbolique, | | 
La forme dérivée 


dA DAS. | , 
CORRE D) dAndæider = | SM tar )desdesdr, 
| _ [9A3 A1 > A 
+ (Et + Re + ) dre, 
2A,: DA 9 dÀ,, À : 
He ( MEURT <a) dx,dx,dz,; 


\ Las dL1 dL2 


n'est pas identiquement nulle, et l’én a observé qu’elle était de 
troisième classe. On peut la ramener (n° 84) à la forme canonique 
Q— dy;dy;dy;, en prenant pour y,, y, y, trois intégrales dis- 
tinctes convenablement choisies de l'équation linédire aux dérivées 


päftiellés A ; 
A dAse nr op À DEN 

53) o'df=—(# . ANR 
(55) lf (FE "à d Lo Se T3 } DL: 
| DA. HA SAN Ve 
ce { TX: me T3 “ Ty da 
 [?Au 4 Au | Au \ of 
MENT TEMAN T4 ] Ds 


KE DA» “x d A2 DA»; df Les tn 
dL3 DTA TR ADS. PERLES 


On peut même ramener Q' à cette forme canonique d’une infinité 
de façons en remplaçant y,, y,, y, par trois fonctions Y;(y,, y,, y3) 
(= 1, 2, 3), dont le jacobien DELLE Va) est égal à l'unité. 

È D(y1, ya y3) 
D'après sa signification, l'équation (53) est un covariant de la 
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forme a, relativement à tout changemeñt de variables, puisque 
toute intégrale de cette-équation annule identiquement le produit 
symbolique a'df, qui est un covariant de à. Le SUR d'équations 
différéntielles 


2Aÿ3 | Ag | DAus Au , JA | DAus 
DC; DT T3 dX1 DL3 TL; 
ERA ds — dx; ; 
| PAu 4 DA à 2e | Du , An 4 Au 
dLe TC, dTL3 C1 dL2 


associé à l'équation aux dérivées ee (53), est aussi un sys- 
tème covariant de la forme 0. 

Les intégrales de l'équation (53) sont de rang 2 ou 4 relative- 
ment à la forme o. 

Il suffit évidemment dé prouver qué l'intégrale y, par exemple 
est de rang 2 ou 4. Or, puisque l’on a &'—= dy,dy,dy,, on en con- 
clut que la forme 9 peut s’écrire | 

A = ysdy,dy, + v’, 
w étant une forme de Pfaff à quatre vaïiables y,, y, Yss Ya S1 l’on 
fait maintenant y, — G; w’ devient une différentielle totale symbo- 
lique à trois variables et du second degré ; elle est donc de classe 
deux, à moins d’être idéntiquerent nulle, ce qui ne peut arriver 
que si © est divisible par dy. j | 

Réciproquement, soit f(x,, L,, L3, &,) une fonction de rang deux 
relativement à la forme 0. Cette forme peut s’écrire à = wdf ÉATR 
w étant üne formé dé Pfaff, ri utie forme du second degré qui ne 
contient pas la différentielle df, et qui est de séconde classe quand 


on regarde f comme une constante. On peut donc, en choisissant 


deux autres fonctions /,, f,, distinctes de f, mettre encore @ sous 


la forme 


o = b,df + dfidfs, 
on en tire © — du,df, et par suite f est üne intégralé de l’équa- 
tion (53) a'df = o. | 
IL existe donc pour une forme générale du second degré à quatre 
variables une infinité de fonctions de rang deux, qui sont des 
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fonctions arbitraires de trois fonctions indépendantes. Ce sont des 
fonctions distinquées relativement à cette forme. Nous avons vu 


. qu'il n'existait pas de fonctions de cette espèce pour une différen- 


+ 


tielle totale symbolique du second ordre de classe 4 à 4 variables. 


Si la forme Q admet un facteur intégrant sans être une différentielle 
totale symbolique, on peut l'écrire Q — 7,9, la forme Q étant une 
différentielle totale symbolique de classe quatre. La variable ÿ est 
nécessairement de rang deux relativement à cette forme A, qui peut 
alors s’écrire dyidys + dysdy,, d’après la remarque qui termine le 


paragraphe précédent. La forme Q peut donc être ramenée à une forme 


canonique 


Q= yi(dyidys + dysdys), 
et l'équation (53) denent 7 
dy 


Si Q n’admet pas de facteur intégrant, il n’existe pas de forme cano- 
nique. Nous venons de voir que Q peut être ramenée à la forme. 


Q = yidysdys + Q (), 


Q) étant une différentielle totale symbolique qui contient nécessaire- 
ment une variable y,. distincte des variables 71,y2, ys. Cette forme Q() 


peut être de classe 2 ou 4. Si elle est de classe deux, on peut écrire Q 
sous la forme 


Q — yidyedys + dyidf, 


f étant une fonction arbitraire de 1, ya, Yss Ya. Si Q( est de classe 
quatre, elle renferme les quatre variables Yrs Y2 Y35 Ya Et On ie la 
mettre sous la forme 


at — nd +00, 
0° étant une autre différentielle totale symbolique de classe deux. Si 
J ne renfermait pas y,, la forme y,dyodys X dyidf serait une forme de 


classe trois, que l’on pourrait écrire par un changement effectué sur 


ces variables seulement, s;dz2d27: et l’on serait ramené au cas précé- 


dent. Si fcontient la variable y;, on peut poser f — y et Q pe la 
forme 


O = yidyrdys + dysdy, + dfidfs 


fi et fa étant deux fonctions arbitraires. Il est évident a priori qu'on 


ne peut trouver pour Q de forme réduite où figurent moins de deux 


fonctions arbitraires, puisque cette forme contient sixæ coefficients A;x, 


et un changement de variables n’introduit que quatre fonctions arbi- 
traires, 


— 
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REMARQUE. — L'intégrale Q! est un invariant intégral absolu 


pour le système d'équations différentielles (54), et l'intégrale fs un 


invariant intégral relatif pour le même système (Voir chapitre V). 


L’équation symbolique Q = o admet toujours une infinité d’intégrales 
à deux dimensions dépendant d’une fonction arbitraire de deux varia- 
bles. Si l’on considère, pour fixer les idées, æ1 et x: comme deux varia- 
bles indépendantes, la multiplicité M: définie par les deux équations 
L3 = f(L1 Le), Ly = p(X1, 2) est une intégrale de l’équation A — 0, 
pourvu que les fonctions f eto vérifient une seule relation 


d n} 09 D 
n (ar, a fi 9 RE 2 QUE ta H)=e 


DL” DL? dT4 7 2% 


que l’on obtient en remplaçant æ3, æ4, das, dx, par f, v, df, do respec- 
tivement dans la forme Q. L’une des fonctions f, peut être choisie 


arbitrairement, et la seconde est déterminée ensuite par une équation 


äux dérivées partielles du premier ordre. On a déjà remarqué (nos 27 


. et 30) que les équations de ces multiplicités peuvent être écrites expli- 


citement, après l'intégration d’une équation de Pfaff, lorsque la forme Q 
est le produit symbolique de deux formes linéaires, ou lorsqu'elle 
admet un multiplicateur (1). 


(*) Certains problèmes de géométrie conduisent à des équations symboli- 
ques de la forme (51). En voici un exemple, qui se rattache à un problème 
étudié par M. Axel Egnell (Comptes rendus, t. 171, p. 1119). 

Considérons la congruence de droites définie par les équations 

X—2__ Y—y. Z—s. 

RME 2 
où æ, y,£, a, b sont des fonctions de deux paramètres arbitraires u et v. 
Pour que la surface S lieu du point (æ, y, £) soit la surface moyenne de cette 


 congruence, il faut et il suffit que les fonctions æ, y, £, a, b vérifient l’équa- 


tion symbolique 
dady — dbdx + dz(bda — adb) = o. 


| La surface S étant donnée, on peut poser 
D = Lis Y = 3, ds — SPP cu pda a = Lys 0 = Li 
et cette équation devient 
Là does rirdr des Fe (1 — pis) dædæ, + (pt, — 1)dæ,dæ, — p;tsdætdty; = 0 ; 


il serait facile d’en déduire les résultats de M. Axel Egnell. 
La forme Q admet un facteur intégrant si la surface S est un plan et dans 


ce cas seulement. 


CHAPITRE IV 


APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES 
AU PROBLÈME DE PFAFF (‘) 


40. Dérivéessuccessives d’une forme linéaire.— Soient w 
une forme linéaire de différentiéllés à n variables 


ù — Aidx, + Ada, À, VE A; dm F 
et w’ la forme dérivée | 
o' — dd, + dÀ,da, +... +dA,dr,. 
Le produit rat 
w'æ wo = (Ad, + :.. + A,dæ,)(dAjdæ, + :.. + dA,dæ,) 


est une foime du 3° ordre que nous appellerons la seconde forme 
dérivée de w. De même le carré symbolique : 


w" => (w!}? — A  (dA;dx, SE dÀ, dx, )? 


— à dAidiidAsdtz, . = 
ï, À | | Le 
où la sommaätiot ëst éténdué à toutes les combinaisons des indices 
2 à 2, est la troisième formé dérivée de w. Le produit symbolique 


= vu" = (À ds + … + Andin) (Z NT) 
| Vi R 
est la quatrième forme dérivée de w. D'une façon générale, la 
dérivée d'ordre Apr 2m—1 de west égale: à la puissance mième 
symbolique de w’, divisée par m ! 


on) — _ (CLLE 


La 


{‘) Voir le Mémoire déjà cité de M, E. Cartan, Sur certaines expressions 
différentielles et le problème de Pfaff (Annales de l'Ecole Normale Supérieure, 
3e série, t. 16, 1899, p. 239-332). Le contenu de ce Chapitre est extrait pres- 
que entièrement de ce Mémoire, sauf quelques changements dans les Fe 
- démonstrations. 


sai sibacthin 


» 
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c'est donc la somme de tous les produits m à m dés produits sym- 
boliques dA,dx,, dA,dæx,, ..:,dA,dx,. La dérivée d’ordre pair 2m 
estégale au produit de w par w@2—1) | 
(2h) — o(ow")" 

La dérivée d’un 6rdre quelconque p est donc une forme de degré 
DA | | 

Supposons qu'avec un nouveau système de variables (y,,..:; y) 
la forme w se change en uñe forme x linéaire paï rapport aux 
différentielles dy;. On a déjà démontré (n° 26) que, par ce change: 
ment de variables, la forme dérivée w’ se change en w’. Le produit 
symbolique w" — ww’ se transforme donc en le produit symboli- 
que wo = w/, La même propriété s'étend à toutes les formes déri= 
vées de w; qui se déduisent de w et de w’ par des multiplications 
symboliques. Si un changement de variables transforme la forme 
linéaire w en une nouvelle forme linéaire 5, la même t'ansforma- 
tion change Fa dérivée w(?) en la dérivée w(?). 2 

Soit w — w + w, la somme de deux formés linéaires. On a évi- 
demment = w', + w',, et une dérivée d'ordre impair 6(?"—1) est 
égale à la puissance rnième symbolique ({) de w’ divisée par m / 


: I 
w(27n—1) Le A) (w’, — @'2 ÿ . 
Comine 4’, et w’, soht des formes d'ordre pair, 6n à aussi 
m 


oO) — ER (orne o (w',)7—1w"s 


5 MM—I | 06492. $ , Li 
re CE CEE CD ne 
ce que l’on peut éncore écriré 
{:) wÉh=4) — 0-0  w,02-1) + a Cpgo 22 to, E4—1), 


Cyy étant un coefficient différent de zéro; et la somme des deux 
nombres positifs p et q étant égale à m: Où remarquera qu'il ne 
figure dans l'expession de w®m—® que les dérivées d'ordre impair 
de w, et de w.. 

(:) Il ne faüt pas confondre les deux expressious (}" et wl»); dont la pre- 


imière désigne la puissance rnième sÿmboliqüe de &; qui est nullé;, tandis que 
la seconde représente la mième forme dérivée de %: 


FA 2° Sa ARC PONS Sr AE 2 EE PACE EN BITES es PNR AR 


À mn 
Lu FM Cesar 4 
F 


Êt 6 ESS X + US 
« LA , .. 


sh 
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On a de même. 


o 


(2) om) — oPm-1) X w — Lu, m4) + 0 2m—1) 


À se D» ue (@p— Du] [o, + 0) 
— 0,07) + 0,27) + 6,2) 0, + w,27—1, 

+ > Cpgo2P)o,029—1) FE » Cpgoa2P—1w,09) ; (p+q = m); 
chacun des produits partiels contient une forme dérivée d'ordre 
pair et une forme dérivée d'ordre impair. On remarquera que, 
dans les deux cas, toutes les dérivées d'ordre impair de w, et de w, 
ÿ figurent. | 


REMARQUE. — Si, dans une forme linéaire w, on supprimele terme 
en dx, et qu’on regarde x, comme une constante dans les coeffi- 


cients de dx,, ..…, dx,, on obtient une forme linéaire w, àn— 1 


variables. Quand on fait de même dx, — o dans la pième forme 
dérivéé w(?), on obtient une forme de degré p + 1 qui est précisé- 
ment la pième forme dérivée de w,, où x, est considéré comme un 
paramètre. Il est évident en effet qu’on aboutit au même résultat 
en faisant dx, — o au début des calculs qui conduisent de w et 
de w’ à w(?), ou en effectuant ces calculs sans faire cette hypothèse, 
et remplaçant ensuite dx, par zéro dans le résultat obtenu. Or 
supposer dx, — o dans w et w', cela revient à remplacer w par w, 
et la forme dérivée «' par w’,. Il est d'ailleurs évident que si la 
forme w{?) est nulle, 1 en est de même de w,(?), 


41. N ouvelle done de la classe d'une forme de 
Pfaff. — Toutes les formes dérivées successives d’une forme w de 
. classe c sont elles-mêmes de classe c au plus, car si w ne renferme 
que c variables x,, x,,..,æ. et les différentielles dx,, dx, ...,dæe, 
il est de même de toutes ses formes dérivées. La dérivée w(c), étant 
de degré c + 1, sera donc nulle; la cième forme dérivée w() d'une 
forme w de classe c est nulle. I en est évidemment de même 
des formes dérivées suivantes. | | Nr 

Réciproquement, si la cième forme dérivée de w est nulle, la 
forme vw est au plus de classe c (1). 

() La démonstration serait très facile en s'appuyant sur les propriétés des 


formes de Pfaff établies au chapitre I, maïs la démonstration du texte est 
indépendante de cette théorie, 
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D'une façon plus précise, nous allons démontrer que les c — 1 
premières formes dérivées w!, w!, ,..,w(C-1) d'une forme « de 
classe c ne sont pas nulles. | 

Il en résulte que, pour avoir la classe d’une forme linéaire w, il 
suffira de former la suite des dérivées successives de w ; si la pre- 
mière forme dérivée qui est nulle est w(*), la classe de w est m. 

La proposition est évidente pour une forme de classe un. Elleest 
aussi très facile à établir pour une forme de classe deux. Si w est 
une forme de classe deux, on peut l'écrire, par un choix convena- 
ble des variables, w — y,dy, ; on a alors 


= dydys, = 0.0 = dysdy, X Jidys = 0, 
TE = (HAS 0; OV — ww — 0. 


Pour établir que le théorème est général, il suffira donc de mon- 
trer que, s’il est vrai pour les formes de classe inférieure à c, il est 
encore vrai pour les formes de classe c. | 

Soit w une forme de classe c. Nous pouvons supposer qu’elle ne 
contient que c variables et leurs différentielles 


(1 Ps Ajdæ, + A,dx> + .. + Adze 


AAC LS Me étant des fonctions des c variables Hs LP 
de celles-là seulement. La forme w, obtenue en faisant dx, — 0 
dans w, Ne | 
w, = A,dx, + ... + Acdxe, 

est au plus de classe c — 1, quand on regarde dans les coefficients x, 
comme une constante, car cette forme ne renferme plus que les 
c— 1 variables æ&,, &,, ...,%c. Elle ne peut être de classe infé- 
rieure à c— 2. Supposons en effet qu’elle soit de classe c — 3 par 
exemple. On pourrait alors choisir un nouveau système de varia- 
bles y», ..., ye_2, fonctions de x,, æ;, ..., æe, telles que l’on ait 


| FAR dye—e pr 
W, —= B; (dy, da) + Late + Bec (dyo-a— dr), 
B,, B;, ..., Bee étant aussi des fonctions de æ,, y, ..., Ye, et 
l'on aurait 


w — B,dx, + B,dy: + ,.. + Bc-odyc_2. 


Cette forme w ne peut être de classe c. En effet, si B, ne dépend 
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que de æ,, ys, ..., ÿe—a, w ne renferme que ces € — 2 variables et 
leurs différentielles. Si B, est indépendant de æ,, y», .. «» Jce—2, On 
peut poser B, = yc-1, Ye_1 étant une nouvelle variable, etw ne 
renferme encore que € — 1 variables. 
La forme w, est donc de classe c — 2 ou de classe c— 1, quand 
on regarde æ, comme une constante dans les coefficients A»,..., As. 
On peut toujours choisir la variable æ, de J'açon que la classe de 
w, Sol © — 2. Supposons en effet que la classe de w,, où l’on donne 
à æ, une valeur constante, soit c — 1. La forme dérivée w(c—2) ne 
peut alors être nulle, car il en serait de même de la forme obtenue 
en faisant dx, — o dans w(c-2 : or, d’après la remarque qui ter- 
mine le paragraphe précédent, cette nouvelle forme est identique à 
la forme dérivée w,(6—%), prise en regardant x, comme un paramè- 
tre dans les coefficients de en . Cette forme ne peut donc être nulle 
dans l’hypothèse où l’on se Hs 


La forme w(c-2?) est donc une forme de degré c—1ràc RD 


dont tous les coefficients ne sont pas nuls, et l'équation 


w'eYdf = 0 
admet c — 1 intégrales distinctes. Supposons que l’on prenne un 
nouveau système de variables y,, y3, . ,.; Ye, de façon que y; soit 
l’une de ces intégrales. La forme w se transforme en une nouvelle 
forme 


CR B idyi + B:dy, + CE . Bcdyc, 
et l’on a la relation | 
œe—?)diy, 10: | 
=. Il s'ensuit que la forme à laquelle se réduit wt—% quand on y fait 
dy, = 0 est nulle, c'est-à-dire que La (e — 2)ième forme dérivée de 


TD — B:dy; + ,., + Bedye 


où l’on regarde 7, comme constant, est nulle. Cette forme 5,, ne 
pouvant être que de classe c -- 1 ou c — 2, quand on fait cette 
convention, est donc de classe c — 2, et nous retombons sur la 
première hypothèse ({). 

()} On peut remarquer que le raisonnement prouve directement qu ‘une 


fonction f ne peut être d’un rang supérieur à deux relativement à une forme 
de Pfaff, et qu’il existe effectivement des fonctions de rang deux (GF, n° 11). 


L - 
«ic 


Rs 
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On peut donc toujours supposer que l’on a choisi la variable æ, 
de telle façon que la forme w, ; 


y — A dx, EE à Acdæ, 


où l'on fait æ, — C, est de classe c — 2. On peut alors prendre un 
nouveau système de variables y,, .., ye—1, fonctions dex,, &,,..., &e 
de façon que l’on ait 


B2, .…, Be_1 étant des fonctions de æ&,, y2, .…, yc_1, et l’on a aussi 
& — B,dx: + B,dy + ser A + Bc_1dyc4. 


Le coefficient B, est forcément indépendant DE Dino. Ut 
sans quoi «, ne pourrait être de classe c. On peut donc prendre ce 
coefficient pour une nouvelle variable xe, et, en revenant aux pre-. 
mières notations, on voit que toute forme “ de classe c peut, en 
choisissant convenablement les variables, être mise sous la forme 


wo —= xd, + Œ4s 


w,ne renfermant ni Le, nt dre, nt de, et cette forme étant de 
classe ce — 2 quand on y regarde x; comme une constante 

Il est facile d’en déduire que les formes dérivées wle—1), w(0—?), ne 
sont pas nulles. Démontrons-le par exemple pour la première. 
Puisque », est de classe c — 2 quand on y regarde x, comme un 
paramètre, on a | 


64 (° 4) "6, &4(—?) = da, w(0—$3) Op re 9,42, 


Q, étant une forme différente de zéro,où dx, ne figure pas: D’après 
les formules qui donnent les formes dérivées d’une somme, on a 


w(C—1) — CR ea —+- C,tcdriwite—?) —- C,dxdx,w,(c—3), 


C,, Ge étant des coefficients numériques dont le second C, n’est 
pas nul ; il reste donc 

œ(c—1) — C,dx.dxiQ., 
et cette forme ne peut être nulle. puisque 0, ne renferme ni dx,, 
ni dxe. On verrait de la même façon que dans la forme «(—-9(q>>1), 
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tous les termes qui renferment dx ne peuvent être nuls. Le théo- 


rème énoncé est donc établi (1). 


42. Systèmes adjoints à une forme linéaire. — Soit wune 


forme linéaire de classe c à n variables x, æ,, ..., æ,(c  n). 


La forme dérivée w(°—1) n'étant pas nulle, l'équation symbolique 


(3) wlc—1)df —= 0 
est équivalente à un système complet Y, d'équations linéaires 
en 2 rer ou , qui est dit adjoint à la forme o. Il est évident que 


ce système E, est un covariant de la forme w relativement à tout 
changement de var iables. En effet, supposons que, par un nouveau 
choix de variables (y,, ...,y,), w se change en une nouvelle 


forme & — B,dy, + ... + B,dy,, et f(x, . .., æ,) en e(ys, .…,y,) ; 


_le produitsymbolique»(—1)df se change en a(°—1d9 et l'équation (3) 


est remplacée par l'équation de même espèce 
(4) | we tde = 0. 


La forme « étant de classe c, on peut choisir les variables 
Us Ya +. Y, de façon que & ne renferme que les c variables 
Yi Ye, .., Ye et leurs différentielles. Comme s(—1) est de classe c 
au plus et n’est pas: nulle, on a forcément, avec ce système de 
variables, 


| m(e—1) - = VUS SA aUc 


A étant une fonction de y,, ya, ..., Ye, différente de zéro, et l'équa- 
tion (4) est équivalente a/gébriquement au système complet 


RES GR Pa 
Dyc+1 DA , dYn 9 
qui admet les c intégrales distinctes 9 = y,, :.., ®— ye. 


Le système adjoint ?, admet donc c intégrales distinctes qui 


sont précisément les variables canoniques, figurant dans la forme 
réduite de w (n° 6). Si en particulier c —n, une fonction quel- 


conque de æ,, .., æ, est une intégrale de ce en 


(t) La démonstration donnée par M. Cartan est un peu différente (Annales 
de l'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. 16, P. 254-257). 
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Soit de même w(c—? Ia (c— 2)ième forme dérivée de w. L'équation 
symbolique 


(5) | otc—2)df — 0 


est équivalente algébriquement à un nouveau système complet 3, 
qui est le second système adjoint à la forme ». Il est évident que 
ce système E, est encore un covariant de w relativement à tout 
changement de variables. Ce. point admis, prenons le même 
système de variables que tout à l'heure, de façon que w se change 
en une forme # où nefigurent que les c variables y,, …, ye et leurs 
différentielles. La forme dérivée &{°-?) ne POUION ARE elle-même que 
ces variables, et on aura 


mer a, dus Rs dyc + «dy; … dycdy; +... + «dy, ARE 


les coefficients «; ne dépendant que de y,,...,yc, et l’un au moins 
n'étant pas nul. Le produit w(—2)df se change en 


we Ade = QUE … dyc + aadyz dycdys +... + acdy1 .… des 


Ne eu à 


et, pour que ce ae Fe nul, il faut et 1l suffit que 


l'on ait 

à. 4 

— 0,.., 2 —0, 
&) dyc+1 dYn 
a -L+ à USE de Lo Men o 
dy1 dy dy 
Ce système qui n’est autre que le système },, écrit avec les nou- 

velles variables 7, ..., y, admet évidemment c — 1 intégrales 
indépendantes Y,, Y2, ..., Ye_1, fonctions de y,, .....y,. 


Le second système adjoint X, admet donc c — 1 intégrales dis- 
tinctes, qui sont cxGbienes des fonctions des c intégrales du 
premier système E,. 

Il est facile FRS la signification de ces intégrales. Soit en 
effet y, —f, une de ces intégrales. L'équation 


oc—?)dy, HO. : 
G. Leçons. 11 


162 LÉGONS SUR LÉ PROBLÈME DÉ PFAFF. 
\ 


exprime, comme on l’a déjà remärqué au numéro précédent, que 
quand on fait y, — GC, dy, —o dans la forme w exprimée aü 
moyen de rx variables dont fait partie ue la classe est diminuée.de 
deux unités. Les intégrales du système Y, sont donc identiques 
aux intégrales premières du système de Pfaff S, (n° 7), et par 
suite Z, est le système complet associé au système RE 
intégrable S,. | 

Les deux systèmes X; et X, sont les systèmes complets adyoënts à 
la forme w, qui admettent respectivement c et c — 1 intégrales 
distinctes. Toute intégrale de Y, appartient à X, et est de rang 
deux ; toute intégrale de Y,. n’appartenant pas à X,, est de rang 
un (n° 11). On voit que l’on peut très facilement, au moyen des 
formes dérivées. SUCCESSIVES, avoir tous les éléments nécessaires 
pOGE la réduction d’une forme de Pfaff. 


EXEMPLE, — Soit 


© = Lyl3dLe 2 LiLelT3 Le a + sd + ads 3 ; 
on a successivement 


ol = Ladmides + todaid: + dridæ, + xsdé;dx, + xidrsdzs, 
wo! = ww! = tx;diidxsdt, + totstsdtidrsde, + 2x idtidi:dx; 
+ Lrst;didasdrs + tx, dt1drt;d2es + TADID ATP TNT, 
+ LilatlidtdL:dXs — tt, dXsdt,;dts, 
I 
— (= xsrsdrideedarsdx, 
2 | 
+ Lalidtidr,:dt3d2; — tidtidæ;dx,; das, 
cl! — Mo "0! : NS 


La forme w est done de quatrième classe. Le premier système 
adjoint », déduit de w'df = o se Se d’une seule équation 
| of TA af 


Dr = = Lil Le = 0 
En PT NS tu 


qui admet les quatre intégrales distinctes 


L’équation w”df — o fournit de même un système complet Z formé de 
deux équations , 


àf of of. 
Er ARE ge—— = O0 
Feb uee ou sl ds 2 

SPA 0 En 
Mo do ‘ dx : 
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qui admet les trois intégrales !, x, + 2, ts. Si l’on prénd pour 
varia bles see, _ 


Li L3, T3, Dal + Le — Y%: LTyl3 = 3 
on trouve immédiatement pour «w une forme canonique 
id + © = Lidy, + Lsdys. 
Nous allons calculer les formes dérivées de l’ordre le plus élevé 
_ pour une forme canonique. Soit 
une forme canonique de classe paire 2m", les variables indépéndan- 
tes étant Ta EST Di PS Pi: Nous avons d’abord 


o(2n—1) == Co)” * UE (dp\dxs + ana +... + dprd£m)" 
m! m ! | 


En dp,dæ, dp,dæ: :.. dpdLm3 


4 F\in—1 
oem?) —= 2-3), — ere. (2) s Le 
: À: _ (m—i)! "50 


ee 


m—1 


(pad + + PAL n)- 


Em i)t 


Dans le développement de ce produit symbolique, il ÿ a un seul 
terme contenant dx, qui est 


padæ;dp:dæ, he dp.de. 
et les autres termes s’en déduisent par DRÉMUEHONS On a donc 
w(2m—2) — Pad dpadTs Pl + dpdx:p,dx, e dpudes ses ds 


on peut remarquer que w{?7<2 se déduit de 001) en remplaçant 
successivement dpi par pi, dpà par p,, . +», et faisant la somme des 
monomes ainsi obtenus. 

Une fonction quelconque des 2m vériables ü}, Ph est une inté- | 
grale de l’équation no — 0, tandis ne le Poe o0M—2)df 
est égal à 


— (e. + Da +. re Fun dp:dL, Pr 


- 


ss 7 
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L’équation symbolique «@#—%df — o est donc équivalente à 
l'équation linéaire (Cf. n° 9) 


à 12 
PRE + Pme f — 


qui admet les 2m—1 intégrales 
Lys à 2e Dons F ue cr 
Calculons encore le produit symbolique 
,Cm-3)d fdo, 
f eto étant déux fonctions ss loates des variables i, pr. On a 
LEM—3) — Kms __ (dpsdæ: Le Pie | 


ou encore 


om) — dp,dx, … dpdzs + dp\dæ,dp;dæ; 5. dp.dr, 
112 | +. + dpida … TP 4 dT 4 


Le ARR RE dpadzs Cie A est évidemment 
égalà | 
DÉS D de 
e. EVANS +) dp,dx,dp.dx .. pa, 


et de même pour les autres produits partiels. On a donc 


m 
p} dy D 
w2n—3)dfde — 2 és ee ns F}ddpade, - : PAT ns 


c'est-à-dire (Leçons n° 48). 
(7) Pr df. d — (f, e)dp,dx,dp,dx, … dp,dx,. 


À Prenons maintenant une forme canonique de classe impaire 

26e 2m + 1, que nous écrirons + 

G w = d£ — p,dx, — p,de, .…. — p,dr. 

On a | 
— dx,dp: + + dx,dp, 

a dp,dzx,dp,dæx, … dp,dx, ‘ 


on) = 0m) X wo — dzdpidæi … dp,dLn St ZA UE 


O7 AE POS ALU SE AIT Ch ETS: LE, TPS ER CURE: FAN EN ILONS OT RUN tu ET ' + dde 
: HE die x ne Er Ver CAE 3 Sr PL Cr A + & PT PA ci og LE de DA d'or 
4° 4 “die pe É à aù 2 Vies  d LA n "+ ne (7 41 » 

$ : Au | 
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Toute fonction de z, æi, ……, Pn est une intégrale de w2n)df — 0, 


of 


tandis que l'équation ,@#—1)df— 0 est équivalente à SEE 0 (n° 9). 


Calculons aussi le produit symbolique 


en-dfde, 


r PE et © étant des fonctions quelconques des 2m + 1 variables 
Z, Li, PR: ) | 
Il est clair que dzdp,dzx, … dp,,dx,, figure dans tous les pro- 
duits partiels. En prenant le facteur d£ dans », on voit comme tout 
à l’heure que la somme des coefficients obtenus est 


DÉSERT 


_— dpi dTi dpi dTi 
f— 


En prenant le facteur dz dans df ou dans de, on reconnaît de 
même que la somme des coefficients obtenus est égale à 


m m 
pr Ko df D? | 
22 Fi dpi DZ dpi  : 

= | ii 4% 


a On a donc (Leçons n° 49). 


dpi 


@) uenn4dæ=YiA(%+ me) 
| A 6 


DE el Qu 4 à Pa 


2e [of 
—# ee + pi SE) t dsdpida, … dpudt, 


— | f, oldsdp,dx, … dp,dx,. 


43. Groupes de fonctions conjuguées. — Les propositions 
qui font l’objet du paragraphe précédent se généralisent façile- 
ment. Soient fi, fe, ..., fa un système de q fonctions distinctes de 
Lys Los +. L,(q L n). Imaginons que l’on prenne un nouveau sys- 
tème de variables telles que g de ces variables soient les g fonc- 


| dis ‘is 
\Re 


E tions fi, 2, ..., fa elles-mêmes, les n—q autres variables 
4 Yg+1, --.s Yn pouvant être choisies d’une façon quelconque de 


manière à former avec f,, fr, ..., fa un système de 7 variables dis- 
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tinctes. La en linéaire « se change en une nouvelle forme 
linéaire 


(9) os —Bdf, +. + Brdfg + Byidyqst + ee + np 


le AREA étant des fonctions de fi, 2; Jos dati pee Yn. On pourra 
par exemple prendre pour nouvelles variables, avec f, fa, …, fas 
n — q des variables æ;, soit %g+4, .,., Æn ; des g relations 


Vie AR .+£ de, eue 


on tirera dx;,,.…, dx, en fonction de dfs, …. dfgs Aty14s . dns êt 
en les portant dans w, on aura la nouvelle forme », où il faudra 
encore remplacer x,, …, æ4 dans les coefficients par leurs expres- 
sions au moyen de f,, ..:, fs Æq44» +. Zn. | 

Si dans la nouvelle forme son supprime les termes en df,, .…., dfa, 
et qu'on remplace ensuite dans By 44, -..; Bn les nouvelles variables 


Ja. fa par des constantes quelconques @,,...,&g; on obtient une 


nouvelle forme 


Ar = Bydygu OT ee Brdyn 


de classe c —r(r> pis c étant la classe de &. Nous dirons que les 


relations 

‘ (10) ven en PS 
df, — 0O, | dfs = 6,772 > dy = (6) 
abaissent la classe de » de r unités, ou, d’une façon plus abrégée, 
que les q fonctions f,,f2, ..…, fa forment un groupe de rang r. 
Le nombre r ne peut évidemment être supérieur à la classe € 

‘ de w. Pour que les q fanctions distinctes fi, f», .…, fa forment un 
groupe de rang r, il faut et il suffit que le produit symbolique 


PU oC-ndfdf: .… dfg 


soit nul, tandis que les produits symboliques fe dar Où. 


t<Te—r, sont différents de géro. | | 

La condition est nécessaire. En effet, si l'on a pris un nouveau 
système de variables f,, ..…., fa, Yq+1, ..., Un, la forme dérivée 
aC—r) de la forme 5. déduite de « par ce changement de variables, 
ne doit renfermer aucun terme où ne figure au moins une des 


Lt 4 


reel 


F 
L 
1 


h rie 2 A in s- MA Lol hs CRISE CRÉES EE RON TS ESC CA 'ou PTT d 
CE PT RTE POLE PU Late di 
: Fit , S \ SÉ pas UN pan FE’ Fur é ire + + . t 
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différentielles df,,, ..., dfy, puisque cette forme dérivée doit être 
nulle, quand on suppose df, —0, ..., df; = 0. Réciproquement, 


‘si le produit symbolique (11) est nul, la forme #{°-7) est nulle 


quand on y supprime tous les termes en df,, .…, df,. Les rela- 
tions (10) abaissent donc la classe de w d’au moins r unités. Elles 
ne peuvent l’abaisser de plus de r unités ; en effet, si elles l’abais- 


saient davantage, le produit spa ue ler) \dfs ... dfx devrait . 


être nul, 
Il résulte de là que, si un produit symbolique 


om df, … dfy 


est nul, il en est de même de tous les produit symboliques 
om+1)df, … dfy, OUTRE ET gs ever 


’équation sC-")df —0, où :r © 2, né peut admettre d’autre 


intégrale que f— CG, puisqu'on a remarqué plus haut (n° 41) que 


les relations f — 0, df — o ne peuvent or la classe de w de 
plus de deux unités. 

Le rang d’un groupe de g fonctions n’est pas forcément égal à la 
somme des rangs des g fonctions f,, f,, ..., f4 de ce groupe. Par 


exemple, les deux fonctions x,, x, sont de rang deux pour la 
forme w — dx, + x,dx, + x,dr;, et le groupe.(x,, æ,) est lui 


même de rang deux. Dans ce cas, le rang du groupe est inférieur à 


Ja somme des rangs des deux fonctions qui constituent le groupe. 


Il peut aussi être plus grand ; ainsi, pour la même forme, 


æ et æ + 2 Fa da de rang un, tandis que le groupe (aa + ° æ) 


est de rang ne car si l’on pose mi = 4, ai + . — b, la forme w 
: | ; 


devient 


zad Ÿ L, + (b —a)xs À. 


Le rang d'un groupe de q fonctions distinctes ne peut être 
supérieur à 2q. Soient, en effet, », la forme que l’on déduit de w 
en établissant la relation /, — à, entre les variables, w: la forme 
que l’on déduit de w;, en établissant une nouvelle relation FE — @, 
et ainsi de suite ; la dernière forme obtenue «, est identique à x. 
Dans la suite des formes w,,w,,..., y, la classe ne peut s’abaisser de 


re PT, y à urr | 4 3 PA 7 3 Le. LOS se ke 41 LS Y. cts Pa) 
n ' ; 4 4 4 He: Ve & di ÿe ait SAGE * F 5 
F4 A LOT : 4 Le Dei 2 
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plus de deuxunités quand on passe d’une forme à la suivante (n° 41). 
La dernière forme w7 — # est donc au moins de classe c — 29, et 
ce minimum ne peut être atteint que si chaque relation nouvelle 
fi = ai abaisse la classe de deux unités. De plus, cet abaissement 
de deux unités dans la classe doit toujours avoir lieu quel que soit 
l'ordre dans lequel on effectue les opérations, quand on introduit 
. une relation de plus entre les variables. Nous dirons que q fonc- 
tions distinctes f,, f,, …, f formant un groupe de rang 2g(2q<c) 
constituent un groupe de q fonctions conjuguées, ou plus simple- 
ment un groupe conjugué. Des explications qui précèdent résul- 
tentimmédiatement les conséquences suivantes : | 

1° Pour que q fonctions distinctes f,, f», ..., fa forment un 
groupe conjugué, il faut et il suffit que le produit symbolique 


of die 
soit nul. | | 

2° ST fis far +. .53 fa forment un groupe conjugué, r fonctions 
quelconques Je Er Ne appartenant à ce groupe forment aussi 
un groupe conjugué de r fonctions. 

On peut supposer en effet que l’on passe de w à 5 en introdui- 
sant d'abord les r relations f,, = A, fo, Ar, Ce qui doit con- 
duire, on l’a vu, à une forme de classe c — or. 

En particulier, chacune des fonctions du groupe doit être de 
rang deux, mais la réciproque n’est ne yraie, comme on l'a 
remarqué plus haut. 

Pour une forme « de classe 2p ou 2p + 1, il ne peut exister de 
groupe conjugué de plus de 2p fonctions. La connaissance d'un 
| groupe conjugué de 2p fonctions permet de ramerier w à une 
* forme canonique par un changement de variables. | 

Soit une forme de classe 2p, et soit (f,, f,, …...f,) un | groupe 
conjugué de p fonctions. Quand on prend un système de variables 
parmi lesquelles figurent ces p fonctions /;, w se change en une 
nouvelle forme linéaire 


(12). © = Bidf + ... + B,df, + Bo1dYp+ + … + B,dy,. 


Si l’on remplace dans cette forme df;, …, df,, par zéro, la classe 
de la nouvelle forme doit être zéro, quelles que soient les constan- 
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tes par lesquelles on remplace f, ...,f, dans B,,1,...,B,. Il faut 
évidemment pour cela que ces coefficients B,,,, ..., 
nuls, et la forme 5% se réduit à ses p premiers termes 


a — Bdf; + .. + B,df,. 


Les p coefficients B,, :.., B, doivent former avec fi, ..., f, un 
système de 2p fonctions distinctes ; sans quoi la forme % serait de 


B,, soient 


classe inférieure à 2p. En prenant pour variables ces 2p fonctions, 
la forme « est donc ramenée à une forme canonique 


o — Zidy: + ... — £, dy 


Connaissant un groupe conjugué de p fonctions, on voit que 
cette réduction exige seulement un changement de variables tel 
que les p fonctions fi, fr, ..., f, du groupe soient précisément p 
des nouvelles variables, les autres pouvant être prises d’une façon 
arbitraire. On peut aussi obtenir les coefficients B; par un calcul 
d'identification avant tout changement de variables. 

Considérons maintenant une forme » de classe 2p + 1, et soit 
(fis fes +.., Jp) UD groupe conjugué de p fonctions pour cette 
forme. Le même changement de variables que dans le premier cas 
conduit à une nouvelle forme & dans laquelle l’ensemble des ter- 
mes qui suivent les p premiers 


Body ps re + B,dy, 


représente une forme de classe un, c’est-à-dire une TAsaRene 


L 


totale dU, quand on regarde fi, ..., f, comme des constantes dans 


B,,1, ..., B,. On peut donc écrire 


ras ; OU VAS oU 
BoHdyp+s + ... + TR ARE RE AVE re of Wa 


et par suite 


DCR …. + CGdf, + dU. 
Les 2p + 1 fonctions fi, .…, f,; C1, .…, G,, U doivent encore être 


distinctes et, en les prenant pour nouvelles variables, » est ramené 


à une forme canonique 
a) — dy; +." + sdy, + CAPE 


On voit que cette réduction crise, outre le changement de varia- 
bles, une quadrature. 
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44. Détermination d’un groupe conjugué. Première 


méthode. — De. la définition même d’un groupe conjugué, on 


déduit aisément une méthdde de recherche de ces groupes. 


Soient » une forme de classe c, et /, une intégrale de l'équation 


symbolique 
(00 o(e—2df = 0, 


équivalente au système complet adjoint X,, qui admet c — 1 inté- 
grales distincten L’équation symbolique | 


RENAN oe—0df,df — Ô 


est elle-même équivalente à un système complet admettant c — 2 


intégrales distinctes, y compris f —/i. Supposons en effet que 


l'on ait pris la fonction /, elle-même pour l’une des variables, et 
soit w, la forme déduite de « en posant f, = a,, df, = 0. Cette 


forme w, est de classe c—2, et l'équation FRA ER (14) est: 


Équipe lens à l'équation 
(35) | ds w(e—#df — 0 


que l’on déduit de l'équation (14) en supprimant dans w(—4) tous 
les termes où figure d/f. La forme w, étant de classe c — 2, l'équa- 
tion w,(—#df — 0 admet c — 3 intégrales distinctes, qui peuvent 
dépendre de f, en même temps que des autres variables, et qui 
sont données par l'intégration du second système adjoint à la 
forme w1- DOIt /, Une PRISE de ce nouveau système. PARA 
symbolique 


(ON ER at-Gdfdfdf = 0 


admet à son tour c— 5 intégrales distinctes, non compris les 
intégrales évidentes f = fi, f =/f,. En effet, pour la même raison 
que. tout à l'heure, cette équation symbolique est équivalente à 
l'équation | 


(17) w(—6df — 0, 


w, étant la forme que l’on déduit de » au moyen des quatre rela- 
tions 


fan = 0 fs = | df, =0, df; =; 


] 
n” 
4 


hnttoartit ni tutitte is, à af le. a le cs Mn tie Éd de di sn BREST ETS EP. pra 
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cette forme w, étant de classe e — 4, l'équation (17) admet ec — 5 
intégrales distinctes, qui s’obtiendraient par l'intégration d'un sys- 
tème complet, dont on connaît déjà deux intégrales f,, /,. En con- 
tinuant de la sorte, on en déduit la méthode générale suivante 
pour obtenir un groupe de q fonctions conjuguées relatif à une 


forme « de classe c (7 Sa 


On cherche une intégrale f\ de l'équation symbolique 
wte-2df = 6, 
puis une intégrale f,, distincte de f,, de l'équation 


otc—#df,df = 0, 
pus une intégrale f,, distincte de f, et. f,, de l'équation 


ae-0dfdfdf = 0, 
el ainsi de suile, .. enfin une intégrale fy, indépendante de 
Ji fe 11 faedidé l'équation ote-20df,.... dfg1df =. 

Cette RS exige les opérations € — 1,C—3,.:,C— 29 #& Ii 
En particulier, si c = 2p, la recherche d un groupe de p fonctions 
conjuguées exige les opérations 2p — 1, 2p —3, ...,3, 1. Si 
C—2p + 1, cette recherche exige les opérations 2p, 2p —2, 4,2. 
Les intêgrations à effectuer pour ramener » à une forme canonique 
sont donc les mêmes que celles qu’exige la méthode du n° 12, qui 
ne diffère pas essentiellement de celle-ci. Mais la nouvelle méthode 
offre cet avantage, de n'exiger un changement de variables que 


lorsqu'on a achevé de déterminer la moitié des fonctions qui doi- 


vent figurer dans la forme réduite, tandis que le procédé du n° 12 
suppose un changement de variables après chaque intégration (1), 


Remarque. — Lorsque w est de classe impaire 2p + 1, après avoir 
déterminé les p fonctions fi, f2, . .., f, d’un groupe conjugué, on peut, 
avant tout changement de variables, déterminer une intégrale Jp 


. AU nr de de fs f2s +. ., fm de l'équation symbolique 


odfi “te dfndf = 0. 


(‘) Pour une forme de classe paire, la méthode de réduction de Frobenius 
ne diffère que par la forme de celle qui vient d’être exposée. Pour une 
forme w de classe impaire, Frobenius commence par déterminer une fonc- 
tion f telle w — df soit de classe paire. 


172 LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


La forme donnée w peut alors s’exprimer au moyen des différentielles 
dfi, .…, dfp, dfn+1 seulement, dont on peut, comme tout à l'heure, cal- 
culer es coefficients B; par. identification : 


DE Bid fi +... + Bpd fp y Bp+14dfp+41.. 


De plus Bp+1d/fp-+1 doit être de classe un, quand on y regarde f;,, ..…., fp 
comme des constantes, ce qui exige que B+1ne dépende que de 


as Pas + > fp+14. I suffit alors de prendre pour variable / Bp+1 dfp+1, 


à la place de Jp+1 pour obtenir une forme canonique. 


ExEeMPLE, — Soit 


© = LodXi + LidXs — LR RL, — LL, dLs + Leds ; 


on a 
w'—= — rdrde, — xidrsde, + drdee, 
QU = (w) = — zdadrsdr;dr,; — tsdxdrsdx, dre, 
@V — 0 ; | | 


d'autre part, on s'assure aisément que w/”” — »"/" n’est pas nul. La 


forme « est donc de cinquième classe. On voit immédiatement, sans 


qu’il soit nécessaire de développer, que f = x, est une intégrale de : 
a"df — 0 : | 


on peut donc prendre f; = x. On reconnaît de même que f — T3 est 
une intégrale de l'équation symbolique 


w'dfdf = — wdrdx,drs +- FRE LR TR = 0: 


Il en résulte que si l’on remplace x3 et x, par des constantes dans w, 
on obtient une différentielle totale. On peut écrire en effet. 


où = Cr, + d(cits — L3D5T4) + LyT,dDL3, 


et w est mis sous forme canonique. 


45. Détermination d’un groupe tete. Deuxième 
méthode. — Nous démontrerons d’abord les deux lemmes sui- 
vants : 


Lemme 1. — Soit « une forme de classe c. Si l'on a 
ay, — 0, | 
w, étant une autre forme linéaire, la classe c est un nombre 
impair, et w, est identique à w à un facteur près. 
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Lemme IT. — Si l’on a 


œlC—?) — o(C—3)e,, 


Là 
L 
L 
1 


la classe c est un nombre pair et w, est identique à w. 
Il suffit évidemment de démontrer ces lemmes pour une forme 
canonique. Soit. 


© = YdXy + ... + YylEm 


; une forme de classe c — 2m;ona 


w(C—3) — a2n—3) — re — Sdy,dx, .… dy, dt 
chaque produit partiel se déduisant de dy,dæ: . .. dy,,dæ,, en sup-: 
primant un groupe de deux facteurs dyidæi (n° 42. p. 164). Pour 
qu'un produit symbolique 


À TR tree De ER EUR cure + SBidy;) 


soit nul, 1l faut que tous les coefficients ay et Bi soient nuls, car le 
terme a.dx,dy,dx, ... dy,dx, par exemple ne se réduit avec 
aucun autre. | 

Prenons en second lieu une forme de classe impaire 22 + 1 


Re CC RE) nd hs" QE 
PSP ERP OR ls 


4 o = ds + yidas + sie + y, dE; 
À wlC—3) — (22) AA Ca A (A) 
j aps m—1)! 


= (Sdy,de,.… du di (de Hyde +). 


On a déjà la relation o(—3)» —o; si l’on a aussi 003), — 0, 
w, étant une autre forme linéaire, le produit symbolique 


m(c—3(&, — Kw) 


dla hé en dé nid 


sn Er AN mg 


sera nul, quelque soit le facteur K. Choisissons ce facteur de façon 


à À 
LE 
‘ 


que w1 —' Kw ne renferme pas dz, 
© — Kw = Zadx; + ZB;dy:i ; 
on aura 


(Edy,dæx, se AY ONE) (dz + Ey:dxi) (Éxidai xp XB;dyi) == 0: 


He à nie ce. rage Là 


En considérant tous les termes qui contiennent ds, on voit, 
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comme tout à l’heure, que tous les coefficients a; et P; doivent être 
nuls, et w, est identique à Ko. | | | 

Le second lemme se démontre de là même façon. Pour une 
forme « de classe paire 


& —= yÿid% + ... +- y ds 
ona | 
fe — Sa Le dy dt )o, 
of = Edyidas … dy, de 


m(C—2) — ute—8)c. 


M— 1? 


Si l'on a d'autre part (0-2 = (Su, w étantune forme linéaire, 
on en conclut que le produit w(c-3) (w — w1) est nul, ce qui exige, on 
vient de lé voir, que &, =. 

Pour üne forme de classe impaire 


w = d£ + yidxi + ... + y,dx,, 
= = (Sdyd … dy, dt, 1) (48 + yiddi +. + y,de,). 
On ne peut avoir | | Li | 
ae?) = l8o, 
‘car le premier membre ne contient pas d£, tandis que le second 
membre renferme dés termes en d£, à moins que w, ne soit nul. 
Cela étant, soient une forme linéaire dé classe c et (f,3 .., fa) 
un groupe conjugué de q fonctions (a « =) L’'équation symbo- 
lique | | | 
(18) | 244 f.df, ... dfjdf = 0 


est équivalente au système 


(19) of = 0, «.. tes) df,df = GO; hier #3) d ff = 0. 


Il est évident en effet que toute fonction f qui annule le produit 
symbolique (18) annule aussi tous les produits symboliques (19) 
(no 44). Pour démontrer la réciproque, comme la propriété est 
indépendante du choix des variables au moyen desquelles on a 
exprimé w, Nous supposerons qu'on à exprimé wau moyen de 
c variables éanoniques { fi, fs, «4.1 y et f sont alors des fonctions 


LPC 
E v' 
a SEE 
Dr 


5 b Nr 2 


RS LE D SR RS Se Sd de nd Si ind à on 


EN TE de ARE gt Ad AS pe AE EE DT a PP A es D PANNE VER PE AO OR 
NE 4 mr, SAN" 'ORG Seti A} 1ù 12 { Fr; * 
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des mêmes variables. La relation (18) exprimé que f est dé rang 
deux par rapport à la forme # déduite de w'au moyen des g réla- 
tions | | 


fa = es fa = 4q 


établies entre les variables canoniques. Cette forme & est de 
classe € — 2q par hypothèse, et par suite Les fonctions de rang deux 
par rapport à sont déterminées par un système coinplet qui 
admet c— 27 — 1 intégrales distinctes, en plus. des intégrales 
évidentes f,, f, ..., fa. L'équation (18) conduit donc pour déter- 
miner f à un système complet ? qui admet c — g — 1 intégrales 
distinctes. Comme la fonction f dépend de c variables, tout système 
de g + 1 équations linéaires et homogènes par rapport aux déri 
vées de f est équivalent au système £, pourvu que ces équations 
admettent toutes les intégrales de X et soient linéairement distinc- 
tes. Or les q + 1 équations du système (19) sont linéaires par rap- 
port aux dérivées de j, car (6-7 et &(c—3)4f; sont des formes dé 
degré c — 1, et ces équations admettent toutes les intégrales du 
système 2, Il suffit donc de montrer que ces q + 1 équations (19) 
sont linéairement distinctes pour prouver que le systéme à > est 
identique au système (19). À 

Si les q dernières équations (19) n'étaient pas linéairement dis- 
tinctes, on aurait une relation de la forme | 


w(e—3) { US AR RES CL kydfa} df= 0, 


OUR ur L. À; sont des fonctions des variables indépendantes, 
non toutes nulles, qui devrait être vérifiée quelle que soit la fonc- 
tion f. Il ne peut en être ainsi que si le produit | 


; 6-3 Ldf, + 2: + ydfy) = 0: 
Ceci exige que Ldf, + ... + Xdf4 soit identiquement nul, ou 


-bien que A df, + … +44df, soit identique à « à un facteur près, la 


classe € étant un nombre impair. La première hypothèse est à 
rejeter puisque tous les coefficients À; ne sont pas nuls, et que les 
fonctions f,, fa, .…., fa Sont indépendantes. La seconde hypothèse est 
aussi à rejeter: car la classé de w sérait au plus égal à 2q, et 
comme c est impair, on aurait € ZT 2ÿ, cé qui ést absurde, 
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S1 la première des équations (19) était une combinaison linéaire 
des autres, on aurait de même une identité de la forme 


e(C—2) — (5) (Aud/f: +... + \dfy). 


Il faudrait que Mdfi + ... + \gdfg Fût ete à w, et l'on 
aurait c — 2q. L’équation SASbara ee (18) n’a alors aucun sens. 

De la proposition précédente on déduit une nouvelle méthode 
pour déterminer un groupe de g fonctions conjuguées. 


| Soit fi une intégrale de l'équation wt—2df — 0, on cherchera 


une intégrale f:, distincte de f,, du système 
aC-Ddf—=0,  we-Hdfdf = 0, 
puis une intégrale fs, indépendante de f\ et fa, du système 
__et-%df—=0, m8) df,df —=0, CSA APE 0, 


et ue une intégrale fa, A or SEA. …., fq -1 du sys- 


tème 
af = 0, sV4faf= 0, Re se-D4fydf = o. 


Il résulte en effet de la oo précédente, que les AE 
successifs Qs Jah (fa fs) HU es faq) de 2, 9 | 
fonctions sont des groupes conjugués. | 

Il est clair que le nombre des iritégrations à effectuer est le 
même dans les deux méthodes, puisque nous n'avons fait que rem- 
placer un système complet par un système complet équivalent. 
Mais la nouvelle méthode est beaucoup plus simple pour la forma- 
tion des systèmes complets successifs dont on a à rechercher une 


intégrale particulière, car chacun d’eux contient toutes les équa- 


tions du on précédent ; de plus dans chacune de ces équations, 
il ne figure qu’une des intégrales déjà obtenues. Supposons en 
particulier que la classe de » soit égale au nombre n des variables 


indépendantes qui figurent dans cette forme. Chacun des produits 
symboliques 


o-Ddf,  wn-Hdfdf, … 


est de degré n et par suite contient un seul terme en dx,dx, … dx, 


En égalant à zéro un quelconque de ces produits, on obtiendra done 
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une seule équation linéaire en 7 ie 2. Chacun dé systèmes 
TL Ln 


. complets successifs se déduira donc du précédent en lui adjoignant 


une seule équation formée au moyen de la dernière intégrale 
obtenue. 

Dans le cas général où le nombre n des variables est supérieur à 
la classe c de w, la première équation w°-2)df fournit un système 
complet de z — c + 1 équations. Pour avoir chacun des systèmes 
complets successifs, on adjoindra au précédent une équation nou- 
velle distincte des précédentes, que l’on déduira de la dernière 
intégrale obtenue, en égalant à zéro le coefficient de l’un des 
monomes dans «(°—3)df;df, f; étant la dernière intégrale calculée, 

Dans le cas où le nombre des variables est pair 2r et égal à la 
classe, la méthode précédente pour déterminer un groupe conjugué 
de r fonctions est due à Clebsch, qui n’a jamais étendu complète- 
ment sa méthode aux autres cas. | 


ExEMPLE. — Considérons la forme de Pfaff (Forsyth) 
© = LodXi + Lada + LidLs + Lsd2s + dde + aides ; 
les formes dérivées Maries impair ont les expressions suivantes 
co = es + dxsdRLa «a dx,dæts + dasdxs + dxsdxs + dxidxe, 
of!!! — RC w'P — — dr\dx,dx,dx, +.dx,dx,dx,dx,; + dxidx,dx;dæ, 
+ dr,dxsdx;des + dr,drydæsdes + dæidxsdedæ, 
+ dx;dx,;dx;dx,; + dx,dæx;dxçdæi + dxdr;dxsdrs, 


a sl 0 


D'ailleurs w//! — w/"/« renferme évidemment un terme en 


dædr,dæsdx,dxs 


qui ne se réduit avec aucun autre ; la forme «w est donc de cinquième 
classe. Pour ramener w à une forme canonique, il faut d’abord détermi- 
ner une intégrale de l’équation 


of = es | Re rte =) CAR ER ARS 
Er + dxdxdasdrsdx, + dr dede) 
a es he + L ne 4 (drdasdr,dr;de, 
é AT a + dæidx:dx:dx;dæts;) = 0, 
G. Leçons. 42 
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équivalente au système complet 


d à | CT AE 
BE + PE + æ 0 
af La + 2 — 0. 


dT 2 dT 4 dT 6 


Soit fi = Z3 — XL une intégrale de ce système. Nous avons ensuite à 
chercher une intégrale du système complet obtenu en ajoutant aux 
deux équations précédentes l'équation symbolique w"d (ts —2:)df = 0. 
On trouve facilement, en faisant le caleul, qu'ilsuffit d’adjoindre au sys- 
tème précédent l'équation ie — 0. La fonction fo = 3 — æesi une 
intégrale du nouveau système. | 

En posant æ3 — di = Y3, Lys — Di — Vs la forme w peut s’écrire 


w = dede + (da + ysldea + aida + didys + adE4 
+ y5dX, + Leds d- xdys + ide 


et on vérifie immédiatement que si l'on y remplace y3 et y; par des 
constantes, on a une différentielle totale 


taire + ysla + its + LiTe + Ys La) 


On a donc, en regardant y, et y; comme des variables, 


Lo = d{tito + Dos + Tia + Mid + YsT4) | 
Eu (rt — modys + (te — La)dys 
et enfin, en remplaçant y: et y, par leurs expressions, 
ù = d(trts + aid + Lans) + (Xe — La)d (ts — Ti) 
+ (te — Ls)d(Ls — La). 


A6. Forme canonique d’une équation de Pfaff. OH. 


déjà démontré (n° 45) que l'on peut trouver explicitement les inté- 
grales d’une équation de Pfaff » — 0 de classe y — 2m — 1,silon 
a ramené la forme w à ne contenir que m différentielles, de telle 


e 


sorte que l'équation w = 0 s’écrive 
# (20) | wo —= Bidfi . ds + B,,df,, = 0, 


fasfer ce. fn étant m fonctions distinctes. Nous dirons alors que 
l'équation w = 0 de classe 2m — r est mise sous forme canonique. 

La forme « elle-même peut être de classe 2m ou de classe 27 —1 
(n° 43). Si « est de classe paire om, les 2m fonctions f,, fo, ..., fn 
B;, .…, B, doivent être distinctes, sans quoi « serait de classe 


ne en) Én  , : 


r 
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inférieure à 2m. L'expression (20) est donc aussi une forme cano- 
nique pour w, et il revient au même de mettre la forme » ou l’équa- 
tion w — o sous forme canonique. Le problème revient à la recher- 
che d’un groupe conjugué de m fonctions (f,, fs, .…, f,). 

Il n’en est plus de même si est de classe impaire 2m— 1 ; 
B,df, + ... + B,,df,, n’est une forme canonique pour » que si l’un 
des coefficients B; est égal à l’unité. Les m2 fonctions (f,,f», .…, f,.) 
forment alors un groupe de rang 2m —1 pour la forme », et la 
réduction de l'équation w — 0 à une forme canonique est équiva- 
lente au problème suivant : 

Déterminer un groupe de m fonctions distinctes (f,,..….,f,,) qui 
soit de rang 2m — 1 par rapport à la forme ». 

Il est clair en effet qu'ayant obtenu un groupe de cette espèce, si 
l’on prend un nouveau système de variables de telle façon que les 
m fonctions /; de ce groupe fassent partie des nouvelles variables, 
w ne doit contenir que les différentielles df,, .…, df,,, puisque w 


doit être de classe nulle, quand on y remplace ces différentielles 


par zéro. 

D'une façon générale, nous dirons qu'un groupe de g fonctions 
distinctes (fi. f2; ..., fa) est semi-conjuqué par rapport à une 
forme », lorsque les relations 


(21) | a ces Ja Ag 


df, — O, .…… dfg = 0 
abaissent la classe de de 27 — 1 unités. Les g fonctions 
fais fs +. fa vérifient l'équation symbolique 


(22) e\C— 27+)df, que dfa —= 0 ,; 


inversement, si g fonctions distinctes f,, ..., f{ satisfont à cette 
relation, les équations (21) abaissent la classe de » de 2q — 1 unités 
au moins: les fonctions f,, …, f, forment donc un groupe conjugué 
ou semi-Con jugué. En reprenant les raisonnements du n° 48, on voit 


facilement que, si q fonctions f,, .…., f{ forment un groupe conju- 


gué ou semi-conjugué, 7 quelconques de ces fonctions sh Je. 


vérifient la relation 


(23) | o—2r#Hdf, ... df,. = 0; 


180 LECONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


c'est-à-dire forment aussi un groupe conjugué ou semi-conjugué. 


En particulier, chacune des fonctions du groupe est au moins de 


rang un,et l’on a 


Cf = 0, a 0: 


Pour déterminer un groupe semi-conjugué de qg fonctions, on 


peut suivre deux méthodes tout à fait analogues aux deux mêtho- 
des exposées plus haut pour les groupes conjugués. 
PREMIÈRE MÉTHODE. — On cherche d'abord une intégrale f, de 
l'équation | ie 
w(c—1)df — oe LEA 
puis une intégrale f,, distincte de f,, de l'équation 
ae—dfdf = 0, 
puis une intégrale f., indépendante de fi, f», de l'équation 


54 f df: df = 0, 


_etenfin une intégrale fa, indépendante de f,, …, fa-4 de l'équa- 
tion | 
o(—29+0df, .. die O. 

Si la classe c est égale au nombre n des variables indépendantes 
Li, 2, On peut prendre pour /, une fonction arbitraire de ces 
variables. | # Q À 

En particulier, pour ramener une équation w — 0, où w est de 
classe 2m— 1, à une forme canonique, on a à chercher successive- 
ment une intégrale particulière de chacune des équations 


mDdf= 0, wn-Hdfdf — 0, … 
Odf, di dfe 0; udf, 0, adf 0, 


puis à faire un changement de variables, de façon que f,, fa EE Fe 


fassent partie des nouvelles variables. 

On a ainsi à déterminer une intégrale particulière de plusieurs 
systèmes complets successifs dont chacun admet toutes les inté- 
grales du précédent. Ces systèmes complets peuvent être remplacés 
par d’autres systèmes équivalents, plus faciles à former. Il suffit 


\ 
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pour cela de reprendre les raisonnements du n° 44. Soit ( f,, f4, .., fa) : 


un groupe conjugué ou semi-conjugué relativement à une forme w 


de classe c ; l'équation symbolique 

(24) ute-%—1)df, … dfidf = 0 

est équivalente au système | 

(25). off 0, aC-dfdf—=0, +, wt-3df,;df = 0. 


On a déjà observé que toute fonction f qui annule le produit 
symbolique (24) annule aussi tous les produits (25). Pour démon- 
trer la réciproque, comme la propriété est indépendante du choix 
des variables au moyen desquelles on a exprimé w, nous suppose- 
TODS w exprimée au moyen de c variables canoniques ; fi, fa, …, fa 
et f sont alors des fonctions des mêmes variables. Cela étant, 
soit = la forme déduite de w au moyen des qg relations RS 


fa —@a ; cette forme peut être de classe c — 2g + 1 ou de classe 


c— 2q. Sisest de rang c— 2q + 1, la relation (24) exprime 
que f'est de rang 2 par rapport à w ; c’est donc une intégrale d'un 
système complet qui admet c — 2q intégrales distinctes, en plus 
des intégrales évidentes f,, ..…, fa. Si w est de rang c — 2q, l’équa- 
tion (24) exprime que f est de rang 1 au moins par rapport 
à w; c’est donc une intégrale d’un système complet qui admet c — 2q 
intégrales distinctes, non compris les intégrales TENTE fa- Dans 
les deux cas, nous voyons que l'équation (24) est équivalente à un 
système complet Ë admettant c — 2g intégrales distinctes. Comme f 
dépend uniquement des c variables canoniques, tout système de 
q équations linéaires et homogènes par rapport aux dérivées par- 
tielles du premier ordre de f est identique à Ë, pourvu que ces 
q équations soient -linéairement distinctes et admettent toutes les 
intégrales de X. 

La première des équations (25) exprime que f ne dépend que des 
variables canoniques ; les g équations suivantes o(c—3)df;df — o 
forment comme on l’a vu (n° 44) un système de q équations linéai- 


rement distinctes admettant toutes les intégrales de l’équation (24). 


Elles forment donc un système complètement intégrable équiva- 
lent à X. 
On déduit de cette proposition une nouvelle méthode pour déter- 
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miner un groupe semi-conjugué de q fonctions relatif à une. 


forme w de classe C (a < fe ; ). 


Deuxième MÉraone. — Soit f, une intégrale particulière de 
l'équation (T1 Id = 05"0on cherchera une intégrale f», distincte 
de f,, du système 


ef =.06; wtc—3df,df = 0, 
puis une intégrale f;, indépendante de f, et f,, du système 
we—Ndf—= 0, wt—3df,df = 0, wC—3)df,df = 0, 
enfin une intégrale fa, indépendante de f,, ..., fa-1, du système 
edf = 0,  ot-idfdf=0, …. ue-Sdfydf = 0. 


En particulier, si la classe c est égale au nombre des varia- 
bles x; qui figurent dans », on peut prendre pour f une fonction 
arbitraire de ces variables, et supprimer la première équation 

wlc—1)df — o dans tous les systèmes suivants. 

Si nous rapprochons la première des méthodes précédentes pour 
déterminer un groupe semi-conjugué de m fonctions relativement 
à une forme « de classe 2m — 1 de la méthode du n° 48 pour déter- 


miner un groupe conjugué de "= fonctions relativement à une 


forme « de classe 2m, on en déduit aussitôt la méthode générale 


suivante pour ramener l’équation de Pfaff » — o à une forme câno- 


nique, qui s'applique quelle que soit la classe de w. 
Soit m le plus petit nombre entier tel que la forme dérivée 2%) 
_ soit nulle. On cherchera une intégrale f, de l'équation 


om-?2)df —= 0, 
puis une intégrale f», distincte de f\, de l'équation 
 ofr-Hdfidf=0, 
puis une intégrale f;, indépendante de f\ et f,, de l'équation 
wem—6)df,df.df = 0, 
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enfin üné intégrale fus indépendante de fi; os +. fn de l'équa- 


tion 
wdfdfs: df, \df —=0. | | 
Ayant obtenu ces m fonctions f,, f,, …, f,, U suffira de faire 
dans w un changement de variables, tel que f,, …, f,, soient m 
des nouvelles variables. 
La première équation dont on a à chercher une intégrale 


o(2n—2)df — 0 


admet toujours, comme on l’a déjà observé plusieurs fois, 2m — 1 
intégrales distinctes. Elle est donc équivalente à un système com- 
_plet, formé de n — 2m + 1 équations linéairement indépendantes, 
que l’on appelle le système adjoint à l'équation » = 0. 

Pour former les systèmes complets équivalents aux équations 
wCM—#df.df = 0, w?n—6)df,df,df = 06, on peut d’ailleurs employer 
l’une ou l’autre des méthodes qui ont été indiquées plus haut, sui- 
vant la classe de la forme «. Nous dirons, pour abréger, que 
m fonctions (fi, ..…, f,), déterminées comme il vient d’être dit, 

.forment un groupe conjugué relativement à l'équation w = 0. Il 
existe évidemment une infinité de groupes conjugués de m fonc- 
tions pour une équation de Pfaff de classe 2m— 1. Nous allons 
montrer que les m fonctions d’un groupe conjugué peuvent être 
déterminées par des conditions initiales analogues à celles qui 
déterminent les intégrales principales d’uri système complet dans 
le domaine d'un point (x,°, æ,°, …, æ,°). 

Soit w une forme à n variables, de classe 2m ou 2m —1, dont 
tous les coefficients sont holomorphes dans le voisinage d’un point : 
(2,9, &,, .….,æ°), Il en est évidemment de même de tous les 
coefficients dés formes dérivées successives w', «”', ..., &(2m2) et, gi 
le point (2,°,æ,°, ..., &,°) n’a pas été choisi d’une façon particu- 
lière, {ous les coefficients de w°??) ne sont pas nuls pour cé sys- 
tème de valèurs. Noûs supposerons par exemple qué le coefficiént 
de dec,ds :.…. Anis n’est pas nul dans cette formé pour les 
valeurs æ&,°, .…., &,° des variables indépendantes. Commé wl2-—2) 
—= H07—4),, tons rx termes de «(?—% qui ne renferment que les 


différentielles dx,, dx, .…, dx,,_, ne peuvent avoir des coeffi- 
cients nuls pour cé système de valeurs. En choisissant convénable- 
“% 


184 LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


ment l’ordre des indices, on peut évidemment supposer que 


w(@m—4) contient un terme en dx, . cidre, ont le coefficient 
n’est pas nul pour t, = æ,°, ...,æ, — æ,°. Ilest facile de pour- 
suivre le raisonnement et, en définitive, nous pouvons supposer 
que pour le système de valeurs æ,°, …., æ,° 

le coefficient de dx,dx, ... dx,,_, n’est pas al dans {?—2) ; 

le coëfficient de dx, ... dx,,_, n’est pas nul dans «@2-4) ; 

le coefficient de dx,dxr}4 ... dxtom_r n'est pas nul dans 02-77) ; 


le coefficient de dx,, n’est pas nul dans w. 

Pour former le système complet adjoint à l'équation » — 0, il 
suffit d'annuler dans le pu «Pdf les coefficients des 
monomes 


ECM 5 Bar TETE 


L e. L] 


2. a. È CS 1 HEAR ve 


On obtient ainsi en effet n — 2m + 1 équations Us l'on peut 
résoudre par rapport aux dérivées. 


ù ÉRRR à ESS 
DXIm ? TIM 1 PRÉ dECn ? = 
e os \ PAS of en). of - 
les seconds membres renfermant les dérivées <— , ..., ———— , et 
dL1 : dLIm -1 


_les coefficients de ces dérivées étant holomorphes, d’ après les hypo- 


thèses faites, dans le domaine du point (æ,°, ..., x,°). Ce système 
est forcément identique au système adjoint à l’équation » — 0, 
puisqu'il renferme le même nombre d'équations linéairement 
distinctes. Par suite ce système admet une intégrale w, holo- 


_ morphe dans le domaine du point (æ4?, …, 2,°) et qui se réduit 


AD, pour Le, = 0,2, D, = 2,05 ‘dans le domaine du point 
considéré, elle est représentée par un développement de la forme 


U, Ho = (x, —x,?) + Lam(Lom — Ty) + = 7 pl AC et) He 


tous les termes non écrits contenant au moins un des facteurs 


\ 
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Lam — Lay s ve Ly — L4. Nous poserons fi — w&, et nous aurons 
ensuite à chercher une intégrale, distincte de w,, de l’équation 


otr-#qdudf = 0. 


me es -Cns 


Léna À 4 ut GT à Ne A er MAR 


Cette équation est équivalente à un système complet admettant 


2m — 2 intégrales indépendantes, y compris l'intégrale évidente :. 
Ce système est donc formé de n — 2m + 2 équations linéaire- 
ment distinctes, Pour les obtenir, il sens d’égaler à zéro les coeffi- 
cients des monomes 


CN ER Le PR 1e AE TC A A 0 Mr M RS 
CT  dTymdTy 


du té symbolique w®*—-#du;df. En observant que le coeffi- 
cient de dx; dans du, se réduit à l’unité pour les valeurs æ,°, …, x, 
et que le coefficient de dx, ... dx,,_,; n’est pas nul par hypothèse 

_ pour ce système de valeurs, on voit que ces coefficients renferment 


2 of. Fes 
respectivement les dérivées —2%—, nu 27 multipliées par un 
dL2Mm A dEn 
coefficient qui n’est pas nul pour les valeurs initiales considérées, 
f à d : ° e e 
et en outre des termes en 2L., ren RAA . On obtient ainsi un 
DT DL2m—2 


9 système de n — 2m + 2 équations que l’on peut supposer réso- 


CR ER CE En ML AN mp terne Menus 7 APT 


lues Ês not je Fr is , les coefficients des dérivées 
dDLImM-1 dTCn 


pe) p) de es 
of HS LS PRES étant-holomorphes pour; = 2, 54, = a 
dLC4 D LIm—2 | Ge: 


Ce système admet une intégrale w,, holomorphe dans le domaine 
DÉPOT, D, 0)Se réduisant à Ly POUT Lin 4 — LC em4? 7 
HE RE 

Cette intégrale est évidemment différente de u,, et on verra de 
même que l'équation symbolique 


w2n—6)du,du,df 0 


_ peut être remplacée par un système complet de 7 — 2m + 3 équa- 
tions qui admettent une intégrale w, indépendante de u, et u,, 

holomorphe dans le domaine du point (2°, ,:., æ,°) et se rédui- 
sant à x; pour | 


0 7 === 0 
Lom—2 — TL 2n—2) RAA Ly Lr— Ty . 


Ps el + — "à nn ni té tre re 


w 
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Il est clair que le raisonnement peut se continter jusqu à la der 

nière équation 3 
Sa ne du, _df = 0, 

qui est équivalente à un système complet de n — m équations 
admettant une intégrale w,, holomorphe dans le domaine du point 
(x,°, …, æ,°), se réduisant à &,, pour Loi = Lyar cer Un Ty» 

En résumé, on obtientainsi un groupe conjugué de m fonctions 
(ay, Us …, U,), qui sont holomorphes dans le domaine du pornt 
(æ,°, …, x), et qui se réduisent à x, ..., æ, respectivement, 
lorsqu'on y fait 


BEA MEN 
Lynta = L'pis ee Un — Ln* 


Nous dirons pour abréger que ce groupe est un groupé princi- 
pal relativement au système de valeurs initiales x,°, .…, pe 


4. Solutions singulières. — On a déjà remarqué que l’équa: 
tion générale de Pfaff peut admettre certaines intégrales auxquelles 
ne correspondent pas d’intégrales de l'équation ramenée à sa forme 
canonique (n° 46). Il est possible maintenant [de voir comment on 
peut définir d’une façon précise ces intégrales et reconnaître s’il en 
existe. Soient w — o une équation de Pfaff de classe 2m—7 à 
n variables, et M; une multiplicité intégrale à À dimensions de 
cette équation. Nous supposerons que l’on peut trouver sur cette 
multiplicité un point (x,°, ….,æ,°) tel que tous les coefficients 
de soient holomorphes dans le voisinage de ce point, et que tous 
les coefficients de (2%? ne soient pas nuls pour ce système de 
valeurs. Nous allons montrer que cette intégrale M, peut être 
obtenue par la méthode générale de résolution exposée antérieu- 
rement (n° 15). | | 

On vient de démontrer en effet qu'il existe m fonctions 
Us Ugs Ur formant un groupe conjugué pour l'équation w — 0, 
holomorphes dans le domaine du point (x°, .…., æ,°) et se rédui- 
sant respectivement à æ, .., æ,, quand on ÿfaitæ,,,= us. 
æ, = x. Ces m fonctions forment évidemment avec Lnyts en Le 
un système de n fonctions distinctes, et si on les prend pour varia- 
bles indépendantes, l’équation w = o devient 5 


(26) wo = U,du, + ... + Ü, du, = se 


sœnere 


REA er ar patiemment hrège 
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U,, U;, ..., U,, étant des fonctions holomorphes de %,, ...,u,, 
La +) L, dans le domaine du point =, …,u, = x, 
Lapin = Lis eee À, = 2°. Le coefficient U,, n’est pas nul pour 
ce système de valeurs, car U,,° est égal au coefficient de dx,, 
dans « pour les valeurs æ,°, .…., x,°, d’après la définition même des 
fonctions 41, …, u,,, et par hypothèse ce coefficient n’est pas nul. 


Pour obtenir toutes les intégrales de l'équation & — o passant au 


point considéré, on peut donc diviser tous les coefficients par U,,, 
ce qui ramène l’équation à la forme canonique 


(27) v,du, + ... + v, ,du,,_, + du, = 


ñn 


Us Vos ss V1 étant aussi des fonctions holomorphes de æ&,, .…, æ, 


dans le domaine du point (x,°, …, æ,°). Les 2m — 1 fonctions 


Uys ve.) Up Ugs Vas ve.) Un SONt distinctes, sans quoi l'équation 


w — o serait de classe inférieure à 2m— 1. 
Par hypothèse, l'intégrale M; de l'équation w w — 0 est représentée 
par un système d'équations 


D: — Palis +.., LS RE € dc A PE | à À 


les » fonctions +; étant holomorphes dans le domaine d’un système 


_de valeurs £,°, ..…., {n° pour les À variables £,, ..., {1, et prenant les 


valeurs æ,°, .…, %,°, pour 1, = 4,0, :, fn = 1. En remplaçant 


Lyr ces Ln PAT Ps ..., Ÿ, dans les 2m — 1 fonctions w;, vx, on a les 


équations d’une multiplicité intégrale M’ de l’équation transformée. 
Imaginons que l’on ait pris pour variables w,,..….,u,,, U,,..., v 
etn—2m +1 des anciennes variables æ,, ...,xæ,. La multipli- 
cité M'est définie par un certain nombre de relations entre les 
variables w;, vx, et la multiplicité M; s'obtient en adjoigant aux rela- 
tions précédentes un certain nombre d’autres relations où figurent 


les autres variables. Cette intégrale M; peut donc être obtenue par 


l'application de la méthode générale du n° 15. 

Les seules intégrales auxquelles ce procédé ne s'applique pas 
sont donc les intégrales (‘) telles que les coordonnées de tous leurs 
points annulent tous les coefficients de «f?m—2), L 


() Nous laissons de côté les intégrales telles que l’un au moins des coeff- 
cients de w cesse d’être holomorphe dans le voisinage de l’un quelconque des 


= 


m—17 | 


di i-+ dés 
| 


* 
." 
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Nous appellerons INTÉGRALES SINGULIÈRES les intégrales de léaias | 
tion w — o satisfaisant à cette condition. 

Pour qu'il existe des intégrales singulières, il faut donc que les 
équations obtenues en égalant à zéro tous les coefficients de w(2m—2) 
soient compatibles. Si ces équations n’admettent pas de systèmes 
‘de solutions communes formant une multiplicité à r dimensions 
(">> 0), il n'existe pas d’intégrales singulières. Si ces équations 
définissent une multiplicité, cette multiplicité peut se décomposer 
en plusieurs multiplicités analytiquement distinctes. Soient 


CLIP ETENST | F0 Ar 0 


les équations qui définissent l’une de ces multiplicités M,-_x. Le 
système (28) étant supposé mis sous forme normale, on peut tirer 
de ces équations À des variables, x,, ..., æn par exemple en fonc- 
tion des » — h autres variables, et en remplaçant æ,, …., æn par 

leurs expressions dans l'équation proposée, on sera conduit à une 

nouvelle équation de Pfaff w, — o à nr — À variables, dont toute 

intégrale fournira une intégrale singulière de l'équation proposée. 

Cette équation w, — o peut avoir elle-même des intégrales singu- 

lières, que l’on recherchera de la même façon. Il est clair que cette 
suite d'opérations aura un terme, puisque le nombre des variables . 
va en diminuant quand on passe d’une équation de Pfaff à la sui- 
vante. 


REMARQUE, — Il pourrait se fire que Poe w—0 admette des 
intégrales singulières, telles que les coordonnées de tous leurs points 
SR Et non seulement les relations (28), mais aussi celles que l’on 
obtient en égalant à zéro tous les jacobiens des À fonctions fi, ..., f#, 
par rapport à À quelconques des variables x, &, .…., æ,. En adjoignant 
aux relations (28) ces nouvelles équations, on obtiendra un nouveau 
système que l’on étudiera comme le premier, s’il est compatible, et 
ainsi de suite. 


points de cette intégrale. Par exemple l'équation 


© = dx + ydy + V1 — x? — pds — 0 


admet des intégrales à deux dimensions qui sont des sphères de rayon un 
ayant leur centre sur os. Elle admet en outre pour intégrales le cylindre 
a + die = Het toutes les LRPrEe de ce ophpdrés 


Exempces : 10 Soit l'équation de Pfaff 
© = LydLi + Ladte + LidXy + Lid£s = 0 ; 
on a 


wo! = dtsdXs + dxidx,s, 


I 
APE £ (= — dxidxsdxsdx,, 
1 où = — xidætidadrsdr;dxs, 
| 1 des à à 
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On aicim = 3, w2m—2) — «iv, Toute intégrale singulière doit appar- 
tenir à la multiplicité æ, — 0. En tenant compte de cette relation, 


Æ l'équation pure se réduit à 

$ : ; À È LadTe = 0, 

_ FT dont l’intégrale générale est æs — a, et qui admet aussi une intégrale 

Fe singulière x; — 0 L’équation proposée admet donc des intégrales sin- 

È gulières à {rois dimensions, représentées DE l’un des systèmes d’équa- 

Ë tions 

À (x) PER NET Met (B) Li, 0, Ms 0 

è où a est une constante arbitraire. Toute multiplicité à une ou deux 

d dimensions située sur une des multiplicités précédentes est aussi une 

: . intégrale singulière | 

+ 20 Considérons l’équation non complètement intégrable 

-# 0 = A1d%1 + Ads + A3dX3 = 0, 

2 2 * 

| : | 

4 où A4, A», A: sont des fonctions de æ1, Le, Æ3. 

4 Dans ce cas m— 2, et l’on a 

; | A A 

; w(2m-2) — = ww = | A: HAT en 

= dT3 Lo 

L Ë 2 

b- p) “ - 2 

+ À A; cm JA —+ A3 2A1 _ 9 dxidatsdæs. 

; dT1 dLC3 Lo dCi 

Toute : intégrale singulière doit satisfaire à l’équation 

1 s 

2A2 DA 2A3 DA DA, DA 

| Ro AP toc Din Re ee. CA 

4 dT3 dL3 ; T1 T3 dL9 T1 

| ; L2 ’ LA L3 : . Li 

| qui, par ÉyDOtbeRS n’est pas vérifiée identiquement. Si les variables 

3 figurent dans cette relation, on pourra exprimer l’une des variables au 

: moyen des deux autres et, en portant dans l’équation w = 0, on obtient 
en général une équation de Pfaff à deux variables. L’équation PrOpOsÈE 
admet donc en général une infinité de solutions singulières à une 
dimension. 

ER en 


MENÉS AL 
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Prenons par exemple (1) 
w = Li(1 — 24? — Lo? )drs + ends + das = 0; 
la condition (29) est ici 
2L1L9L (D? + Lo? + rs H)2810: 


Cette équation se décompose en quatre autres et, en traitant séparé- 
ment chacune d’elies, on AUS trois familles dintéprales singulières 
à une dimension 


(x) Li = 0, T° aise 
(3) La 0 Di Ci el st = d: 
(7) T3 — O0, La, . 


a étant une constante. OA et une A un singulière à deux 
dimensions 


Cr La E Li + La= 1; 


48. Intégrales appartenant à une multiplicité donnée.— . 
La détermination des solutions singulières, de même que l’inté- 
gration d’un système d'équations aux dérivées partielles du premier 
ordre (n% 48, 20) conduisent à rechercher les intégrales d’une 
équation de Pfaff appartenant à une multiplicité donnée, c’est-à- 
dire telles que les coordonnées de tous leurs ‘points vérifient un 
système donné de Z relations distinctes du premier ordre 
(30) Jeans Mn es 0 Jrad JR 0. 

Aïnsi qu'on l’a déjà indiqué au numéro précédent, ce problème 
se ramène au problème général. Les équations (30) étant mises 
sous forme normale, si l’on tire de ces À équations les expressions 
de À des variables au moyen des n — À autres variables, et qu’on 
les porte dans  — 0, on a une nouvelle équation de Pfaff w, — 0 
à n — h variables, On peut déterminer & priori la classe de la 
nouvelle équation de Pfaff au moyen du lemme suivant. 

Soit p le plus petit nombre entier tel que tous les coefficients 
du produit symbolique wwdf, … dfn soient nuls en tenant compte 
des relations (30) elles-mêmes. Ce nombre p est égal à la classe 
de la forme de Pfaff w, déduite de w par la substitution précé- 
dente. 


(t) CarTAN, loc. cit., p. 282. 
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Imaginons en effet que l’on prenne un nouveau système de 
variables (71, ..., ÿn) tel que 1, ..., y soient identiques à 
as +. fr; on peut toujours faire un changement de variables de 
cette espèce en considérant un système de valeurs (x,°, .…, æ,°) 
satisfaisant aux relations (30), et tel que toutes les fonctions 
Jis -.., fn soient holomorphes dans le voisinage de ce sys- 
tème, sans que tous les jacobiens des À fonctions fi, ..., fn par 
rapport à À quelconques des variables x; soient nuls pour les 
valeurs æ; = æ°. Si l’on pose y = f;, …, yr = fn, on peut tirer en 
effet de ces À équations les expressions de À des variables x; au 


_ moyen de y:, …, yn et des n— h autres variables æ;, et ces expres- 


sions seront des fonctions holomorphes dans le voisinage du sys-_ 
tème de valeurs correspondantes des nouvelles variables. Toute 
fonction holomorphe de x, .…, x,, dans le domaine du point 
(ONE NE M ba) RATE change en une fonction holomorphe des nouvelles 
variables dans un autre domaine, et la forme w est remplacée par 
une nouvelle forme £ 


(31) © —= B,dy, + ... + Badyn + Bayadyrsa +. + Brdyn, 

B,, …, He étant des fonctions des nouvelles variables. La forme 
1 déduite de par la substitution dont il s’agit est identique à la 
forme s, | 


Do — Bt adyn44 ne EE B°dyn, 


 déduite de w, en remplaçant y,, ..…., yn, dy, ..., dyr par zéro, avec 


le nouveau système de variables. Il est à peu près évident que s',se 
déduit de #’ par la même substitution. En effet, si dans la forme w' 


wo — dB,dy, + ... + dBrdyr + dBr+1dyn+1 + A + dBrdyn 


ON UT Ve ue Mél du e—0, AP estelle 
forme 
2Bz+è ) ; 
> ( sn JT Uhr, 


l'indice o indiquant que l’on remplace y,, .…., y par zéro après la 
différentiation. Mais on a aussi 


mes __ 2B0nts 
0Yh4i lo. Yh+ÿ 
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car il revient évidemment au même de remplacer y,, … ,yn par 
zéro avant ou après la différentiation. La forme obtenue est donc 
identique à la forme dérivée de Bo 


)B° 
SR _ AU h+jdy hr. 


Les formes dérivées suecessives de + se déduisant de = et de &! 
par des multiplications symboliques, il est clair que la forme 
ww) se déduira de &) en remplaçant dans celle-ci les varia- 
bles y,, .…., yn et leurs différentielles par zéro, quel que soit p. 

D'autre part, le produitw()df,.…. dfise transforme en ody,..… dy 
par le changement de variables effectué plus haut. Il est clair que 
si l’on remplace y,, .…, yx par zéro dans tous les coefficients de ce 


produit symbolique, il se réduira, en tenant compte des pou 


partiels nuls, à 
o, dy, ... dyn. 


Ce produit est donc nul si pest égal ou supérieur à la classe 
de 5, et dans ce cas seulement, ce qui démontre le lemme énoncé. 
Remarquons que l’abaissement de la classe quand on passe 
“de x à w, peut être supérieur à 2h (Cf. n° 48). Si par exemple on 
fait x, — o dans la forme LE; la classe s’abaisse de c unités, si 
cette forme est de classe c. 

Nous pouvons dire encore, en nous reportant aux résultats du 
n° 46 que si m est le plus petit nombre entier tel que 5®")df, … df} 
ail tous ces coefficients nuls en tenant compte des relations (30) 
elles-mêmes, l'équation w — 0 est remplacée par une équation de 
Ffaff de classe 2m — 1 quand on y fait la SUOS EU précé- 
dente. 

Pour ramener à une te canonique cette nouvelle équation, 
qui s'écrit 5, — 0 avec les variables y»14, . ., y», on a rechercher 


une intégrale particulière de m systèmes complets successifs. En 


se reportant aux résultats précédents (n° 46), on peut écrire ces 
systèmes complets avant tout changement de variables. En effet, 
on voit aisément, en reprenant le raisonnement de tout à l'heure, 
que si tous les coefficients du produit symbolique 


on) f... dfrdfn+4 ce. dfh 
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sont nuls en tenant compte des relations (30), les # — À fonctions 
fn41, .…, fn forment un groupe conjugué pour la nouvelle équa- 
tion, et réciproquement. On aura donc à chercher successivement 
une intégrale f;+1 du système obtenu en égalant à zéro tous les 
coefficients du produit w®#—?%df} ... dfrdf, puis une inté- 
grale f12 du système obtenu en égalant à zéro tous les coefficients 
de o6r—#)df, -». dfrridf, ..., et. enfin ‘une intégrale fh+m du. 
système obtenu en égalant à zéro tous les coefficients du produit 
wdf, ... dfnim-1df,les variables étant supposées liées par les 
relations (30). Si l’on choisit ces m fonctions f»11, ..., fnim de 
façon qu'elles soient indépendantes, même en tenant compte des 
relations (30), l’équation w — o prendra la forme canonique 


odfh41 Æ +, + pmdffim—=0, 


quand on fera f, — 0, .…, fn — 0 après la transformation. 


On peut encore distinguer les solutions générales du problème et les 
solutions singulières. Le nombre m étant défini comme on vient de le 


dire, une intégrale fait partie de l’intégrale générale si les coordonnées 
» P 


d’un point quelconque de cette intégrale n’annulent pas tous les coeffi- 


cients de w(?2n—2)df, ... dfn. Soient {æ10, …, æn°) les coordonnées d’un 
point satisfaisant aux équations (30) et n’annulant pas tous les coeffi- 
cients de w(22-2)df, .., dfn. Il est clair que ces coordonnées n’annu- 


lent pas non plus tous les coefficients du produit df, … dfn, c’est-à- 
dire tous les jacobiens des À fonctions fi, ..., fn par rapport à À 
quelconques des variables x, .…, æ,. On peut donc faire le change- 
ment de variables indiqué plus haut et, en poursuivant le raisonne- 
ment comme au n°47, on verra facilement que toute intégrale de 
l’équation w — o passant au point (æ1°, ..…., ænt) et vérifiant les À rela- 


‘tions (30) correspond à une intégrale non singulière de la nouvelle 


équation de Pfaff. 

: Les intégrales singulières sont celles qui annulent tous les coefficients 
de w(?2-2)df, … dfn. On les détermine, comme plus haut, en adjoignant 
aux relations (30) celles qu’on obtient en égalant à zéro tous les coeffi- 
cients de w(?%—2)df, ... dfn, ce qui conduit à un nouveau problème de 
même nature que le premier. 


49. Intégrales à un nombre donné de dimensions. — 
L'intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles du 
premier ordre à une seule fonction inconnue conduit à un pro- 


blème plus particulier, qui revient à déterminer les intégrales 
G. Leçons. 13 
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- d'une équation de Pfaff, situées sur une multiplicité donnée, et 


ayant un nombre donné de dimensions. 

Ce problème peut évidemment être formulé ainsi : Trouver les 
intégrales d'une équation de Pfaff définies par un système de 
r équations, parmi lesquelles h relations (h < r) sont données à 
l’avance. | 


Il est aisé de reconnaître à l’avance si ce problème admet des 


solutions au moyen des deux lemmes suivants. re 


Lemme A.— Si une intégrale d'une équation de Pfaff est 
définie par un système de r relations, les coordonnées d'un 


point quelconque de cette imégrale annulent tous les coefficients 


de w(?r). 


Cette propriété étant indépendante des variables au moyen des- 
‘ quelles on exprime la forme «, nous supposerons qu'on a pris un 
système de variables 1, .…., xx, tel que l'intégrale en question 


Mr soit définie par les r relations 
- (42) 2 = 0 4 Br 0. 
Les coefficients Ar11, …, Ah de la forme | 
w = Ajde, +... + Andre + Arid@nss + + And 


doivent donc s’annuler quand on y fait x, = 0, .…., = 0. Dans 
la forme dérivée 


RE dAdæs + RS dard PR <L'TRdE | 


toutes les dérivées En a . nulles aussi pour > 0, F ue 0.” 


quand on y remplace Lise Un PAPLÉETO, de sorte que le coefficient 
de dxr+idr+; est nul pour ce système de valeurs. 

Il s'ensuit que si l'on ne conserve, dans chacun des r + 1 fac. 
teurs du produit | à 


(27) — . ww!) , 


que les termes dont les coefficients ne sont pas nuls pour 
Li = 0, .…, Lr — 0, chacun de ces termes contiendra au moins 
l’une des différentielles dxi, .…., dær. Comme il y a plus de facteurs 


tie den ve 


DEN RON PMP EN OR DE TESTER NE ON Van que rer En D en 
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que de différentielles, tous les coefficients du produit symbolique 
sont certainement nuls, quand on y fait &, = 0, …, &r = 0. Le 


raisonnement prouve qu’il en est de même pour toutes les farmes , 


dérivées suivantes wl?41), w(2r+9), 


Lemme B. — Si une intégrale d'une équation de Pfaff w = 0 
est définie par un système de r relations parmi lesquelles h rela- 
tions sant données à l'avance fi = 0, …, fn = 0, les coordonnées 
d'un point quelconque de cette intégrale annulent tous les coeffi- 
crents du produit symbolique «r-2ndf; ... dfn. 

Nous pouvons, comme tout à l’heure, supposer la multiplieité 
Mr définie par les r relations (32), fi, .…, fn étant précisément 
Li, :., an elles-mêmes. La forme symbolique (724) est de degré 
or — 2h + 1, ettous les termes de cette forme qui nesont pas nuls 
pOur: D —=0,.., LP = 0 Contiennent au moins r—h + 1 des diffé- 


rentielles dx, …, dx, et par conséquent l’une au moins des diffé- 


rentielles dx, ..…, dæn. Le produit «(%-?%%dx, ... dxx a donctous 
ses termes nuls, en tenant compte des relations (32), et il en est de 
même des produits à 


o2r-2%H)daxs ... dxn, _or—-2H2)dxs ……. PROCHES 


Le premier lemme est évidemment un cas particulier du second, 
obtenu en supposant À —0. | ; | 

Le même raisonnement prouve que, si tous les coefficients du 
produit »df, ... df,sont nuls en tenant compte des équations 


Mn a Pr = 


ces équations.définissent une intégrale de w — 0. 
_ Cela étant, pour avoir les intégrales de l’équation w = 0 définies 


par -un système de relations entre les variables, parmi les- 


quelles À relations sont données à l'avance, 
(33) Ds Lee La LEE 0 LE 2 Où fn Le 0 
on formera le produit symbolique . 

rh df, ....df, 


et on égalera à zéro tous les coefficients. On obtiendra ainsi un cer- 


ML PET 
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tain nombre de relations qui doivent être vérifiées par les coordon- 
nées de tous les points des multiplicités cherchées. 

En adjoignant ces relations aux précédentes (33), on obtient un 
système de }’ > h relations distinctes. Si »’ est supérieur à r, ou 
si ces À! relations sont incompatibles, le problème n ‘admet pas de 
solutions. Si À r, on opérera sur ce nouveau système comme 
sur le précédent, et ainsi de suite. En continuant de cette façon, on 
constatera l’impossibilité du problème, ou bien on arrivera à un 
système de équations distinctes (k < r), 


GA) Pi = on fh = 0, 


comprenant les équations données (33), telles que le produit sym- 


bolique «2r—2%)df, ... dfx ait tous ses coefficients nuls, en tenant 
compte de ces At on elles-mêmes. | 

Si k—r;les équations (34) définissent une multiplicité inté- 
grale, satisfaisant aux conditions du problème. 

Supposons k Cr, et soit m le plus petit nombre entier. tel que 
tous les coefficients du produit symbolique 


Cmdf,df, … dfr 


soient nuls, en tenant compte des relations (34) ; ce nombre m est 


par hypothèse au plus égal à r — #. On a vu au paragraphe pré- 
cédent que la recherche des intégrales de l'équation w —0, situées 
sur la multiplicité définie par les équations (34), se ramène à la 


_ résolution d’une équation de Pfaff de classe 2m — 1. Les intégra- 
les non singulières de cette équation sont définies par un ou plu- 


sieurs systèmes de mn relations, auxquelles on peut adjoindre de nou- 
velles relations choisies arbitrairement. Si l’on adjoint à l’un de ces 
systèmes de m relations les # équations (34), on a un système de 
m + k < rrelations définissant une intégrale de l'équation w — 0, 
et les coordonnées d’un point quelconque de cette intégrale véri- 
fient m + k relations, parmi lesquelles sont les Æ relations (54). 
Sim+ k <r, il suffira de leur adjoindre r — (m + k) relations 
choisies arbitrairement, pour avoir une intégrale satisfaisant aux 
conditions voulues, et'il est clair qu’on les obtiendra toutes de cette 
ee ES 
La méthode s applique en particulier pour k = 0, et permet de 


1 


La Nr 
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déterminer toutes les intégrales de w — 0 qui sont définies par un 
nombre donné r de relations distinctes, c’est-à-dire toutes les inté- 
grales à un nombre déterminé de dimensions. 

REMARQUE. — L’équation 
(35) GR) If 4x dir = 0 


entraîne d’autres relations de même forme où ne figurent 


qu’une ou deux des fonctions f,, .…, fn. Supposons, en effet, qu’il 


existe une intégrale définie par r relations seulement, parmi les- 
quelles la relation fi — o. Il résulte du lemme B que les coordon- 
nées d’un point quelconque de cette intégrale annulent tous les 
coefficients du produit w®r-24df;. De même s’il existe une intégrale 
définie par r relations, parmi lesquelles les deux relations f; — 0, 
f; = 0, le même lemme prouve que les coordonnées d’un point 
quelconque de cette intégrale annulent tous les coefficients des : 
produits w@r—#df;df;, wlr-3)df;dfr. à | 

Il s’ensuit que la relation (35) entraîne les relations suivantes 
oUr-2df; = 0, 
Or) dfdf; —0, wtr-fidf; —=o (i,j —=1,2... À), 
toujours en tenant compte des relations f; — o elles-mêmes. 

Inversement, sous des hypothèses très générales, les rela- 
tions (36), ou un certain nombre d’entre elles, peuvent remplacer 
l’équation (35), et M. Cartan en a déduit une nouvelle méthode de 
résolution du problème qui est très analogue aux méthodes expo- 
sées plus haut (n# 43-46) pour la formation d’un groupe conju- 
gué ou semi-ConjJugué: | | 

Nous renverrons à son Mémoire pour les détails de cette méthode. 


(86) 


‘ainsi que pour la recherche des solutions singulières. 


50. Application aux équations aux dérivées partielles. 
— Reprenons le problème de l’intégration d’un système d’équa- 


tions aux dérivées partielles 


Jar Los ses Ty 23 Pasvees Pa) = 0, 


HA ss Lys Z 5 Pas Pa )0) 
(37) 


LEZ Les LI Lys Z ; P:;> …., Ph) —= O, 
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où le problème équivalent qui consiste à déterminer, dans l’espace 

àon + 1 dimensions, üne intégrale à r dimensions de l’équation de 
‘Pfaff | 

(38) w — dz — p,dx, — ... = p,d#,=0, 


dont tous les éléments vérifient les 4 relations données (37). C’est 
un cas particulier du problème étudié au paragraphe précédent, et 
dans le câs actuel le nombre f est égal à n + 1: D’après la remar- 
que qui termine ce paragraphe, nous pouvons adjoindre aux rela= 
tions (80) celles que l’on obtiènt en égalant à zéro tous les coeff= 
cients dès produits sÿmboliques 


wr—2 ff}, v®—0 dfd/f; : RER PE Te 0 


dire n + 1, 602 vw Pnest de degré 2n + 1, et le produit 


w®%r-2)Jf est ideñtiquement nul, quelle que soit la fonction jf. 
Quant au produit @7—-#df;df;, où o2%-—2%)4f;df;; qui à été calculé 


plus häut (n° 42), il ne contient qu’un seul terme 
| (fi, fildsdæx,dp, ... dx,dp,, 


et nous voyons que {ous les éléments des intégrales cherchées 
doivent satisfaire aux relations 


(89) Lis fr] = 0, GJ—=1,9,:4,n); 
c'ést lé théorème fondamental de la théorie dessystèmes éh inivolu- 
tion (Léçons, n° 58). | 
… La méthode d'intégration de Jacobi se rattache aussi très facile- 
ment aux méthodes d'intégration d’une équatiofi de Pfaff, qui ont 
été exposées dans cé Chapitre. ip 
Les raisonnéments du fuméro précédent, appliqués au cas 
actuel, prouvent que l’on peut toujours ramener l'intégration du 
système (37) à l'intégration d’un système en involution, si l’on ne 
constate pas l'impossibilité du problème; ces raisonnements ne 
diffèrent pas d’ailleurs de ceux du n° 58. Supposons donc que les 
équations (37) forment un système en involution, c'est-à-dire que 


les équations (39) soient des conséquences algébriques des rela- 


tions (35). Nous pouvons même supposer que l’on a mis les 


équations (37) sous unie forme telle que les conditions | fi, 5] — 0 


L Me 


VRAI RATS Lio 


ù 


RS dd dd on 2, bo 2: 


tés tits ÉD, dd à nr ss 
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soient des identités. La classe c de w étant 272 + 1, les h fonctions 
fis +, fh vérifient donc les relations 


O1) fi — 0, DÉSIR ES ON CUT A EST), 
et par suite ces À fonctions forment un groupe conjugué ou semi- 
conjugué par rapport à w (n° 46). On peut alors déterminer un 
groupe semi-conjugué de n + 1 fonctions, comprenant les fonc- 
tions f,,./2, …, fn. Pour cela, on cherche d’abord une intégrale 
fn+1, indépendante de f,, ...; fn, du système 


edf = 0,  wr-Hdfdf— 0, …, wt-df;df — 0 ; 


la première équation est vérifiée d'elle-même, et ce système se 
réduit à 


Re .….. Péri; 
On a ensuite à chercher une intégrale Ja indépendante R TA 
far +: fh+1 du nouveau système 


Juf1= 0, afin [fanfl=o, 
et ainsi de suite. Ayant ainsi déterminé un système de n + 1 fonc- 
tions distinctes f,, .…., fh, .…, fn+i en involution, ces n + r fonc- 
tions forment un groupe semi-conjugué pour l'expression w, que 
l’on peut par conséquent mettre sous la forme 
© — edf +... + qndfh RS gnH1dfn+4. 
Les équations 


Fr — 0, SENTE ROIS = Œh1; UT AA — An41,° 
OÙ Ah; -, Ant1 Sont des constantes arbitraires, donnent donc 
une solution du problème. C’est une intégrale complète, et la 
méthode précédente est identique à la méthode de Jacobi généra- 


_lisée par Mayer. Toutes les autres intégrales se déduiraient de 


même des solutions de l’équation de Pfaff 


pntAadfh44s + ... + vsndfnyi = 0 
définies par n + 1 — h relations, ce qui conduit précisément à des 
résultats déjà exposés (Leçons, n° 51). 
Dans le cas particulier où f;; ..…, fn ne renferment pas z éxpli- 
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citement, les crochets | j5, f;] se réduisent aux parenthèses ( fé, f;), 
et la méthode peut être simplifiée de façon à retrouver la méthode 
même de Jacobi. 

Supposons donc que l’on ait À fonctions distinctes f,, …, fn, 
indépendantes de £, telles que les parenthèses (ji, f;) soit nulles 
identiquement. La variable z ne figure pas dans les coefficients 
des équations du système complet 


fl os Li 1 = 0 


qui déterminent /;141. Si l’on adjoint à ces équations la relation 
ie 


 — 0, on obtient un nouveau système complet 


af) = 0, ce (Jin f)=0 


pour déterminer une fonction f des 2n variables x;, pa. 

La même remarque s'appliquant aux systèmes suivants, on peut 
donc déterminer de proche en proche n fonctions distinctes 
Jar es fhs + fn ne renfermant pas z, et telles que toutes les 
parenthèses (5, f;) (4, j — 1, 2, .…., n) soient nulles. Ces n fonc- 
tions forment un groupe conjugué par rapport à S forme w, car la 


relation wC—-2%df = 0 se réduit dans ce cas  —- — 0 (n° 43). Si 


donc on prend pour nouvelles variables 


2, Jar fes er Pas vos Pro 


Pas ss P, étant n fonctions convenablement choisies :ndépendan- 
tes de z, formant avec f,, .…, f, un système de 2n fonctions 
distinctes des variables x;, Ph on sait que w prendra la forme 


u) — dz£ + odfs + Se ee endf a dfn+a, 


/n+1 étant une fonction des variables (x;, px) qui se détermine par 
une quadrature (n° 48). On aura donc dans ce cas une intégrale 
complète 


PT 0/0, fix = ans es fn An E = fntt + Anti, 


qui s’obtient par une quadrature, quand on a déterminé fh44, .…., fn. 
Cette méthode n'est pas distincte au fond de la méthode même de 
Jacobr. Supposons en effet, afin de nous placer dans le cas consi- 
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déré par Jacobi, que le jacobien PR ne ne soit pas nul pour 
4s ces PR 
tous les systèmes de valeurs qui annulent j,, .…., fn. Imaginons 


que l’on prenne pour variables x, RÉ AT ÉRERN R is En hs 
il faut pour cela résoudre les n He 


(4o) : fi =Yÿnrs fn = Yÿn. 


par rapport à p,, .…, p, et porter les expressions ainsi obtenues 
dans w, ce qui conduit à une nouvelle expression de cette forme 


w — dz + o,dy, + ... + o,dy, + dfnxs 


+1 étant une fonction de æ&,, .…., Æ,s Yys cs Yne Si l'on regarde 
+1 1 nm) Ya Yn } 


dans l'identité précédente y,, .…, y, comme des paramètres, la 


fonction f,,,, considérée comme fonction des seules variables 


Lys +, L, à évidemment pour différentielle totale 


dia Didi RE pdd, 


Pas ++ P, étant les fonctions des variables æ,, .…, x, et des para- 
mètres y,, .…, y, déduites des relations (4o) 


51. Application aux transformations de contact. — Les 
théorèmes classiques (Leçons, n°8 75 et suivants) se déduisent très 
facilement des propriétés d’invariance des formes dérivées et des 


produits symboliques. Soient Z, X,, .…., X,, P,, …, P, un système 


de 2n + 1 fonctions des 2n + 1 variables £,2,, ..…., æ,, Das +, Ps 
telles que l’on ait identiquement 


(41) «dZ — P,dX,—..:—P,dX,; — p(dz — p,dx, —.….—p,dx,), 


pb étant une fonction non identiquement nulle des variables 


_£, di, pr. L'identité précédente peut s’écrire 


(2) | DEEE 
en posant | | 
QG = dZ — P,dX, — ... — P,dX,, 
Pt A er OC 
de sorte que la forme de Pfaff a se change en pw, quand on y rem- 
place les variables Z, X;, Px par leurs expressions au moyen des 
variables, 2 Mi, Pk- 
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De la relation (42) on déduit 
Q' = pw' + dpXw, 
(= (pu! + deu) = p(u' re ne. 
FOR E Huy. 
On a done 
QÙn) == pr Hi(n), 
ou (n° 42) ie CS 
dEuX, .:, dP, = pttdidæ, ... dp,, 
c’est-à-dire se 


| D(Z, X4, ..… P,) ss: a: | 
3 Ms Mo cts Lnd 5 pndi 
ü ) D(z; Lys » Pn) g : 


ce qui prouve que les an + 1 fonctions A # Pz; sont nécessaire- 


ment distinctes. 


Soient F, ® deux fonctions quelconques dés variables ZX Pr, 
Jet te qüe deviennent ces fonctions lorsque l'on remplace ces 


- variables Z, X;, Pz par leurs expressions au moyen des Variables - 


ZT; ie On montre comme tout à l'heure que l’on a 
aer9 = = = pro(r 2), 

et pâb s suite on a l'identité 

Gn) _a@r-2dF db — pruên-) dde, 


site que ‘soient les fonctions F, #. Les produits symboliques 
qui figurent dans cette formule ont été calculés au n° 42. 


arr—2)4F db LE, PIOZHXAS UE dl, 
| or—2)dfde ae. pr eldsdæ, 5 KA dpi 
en posant | 


= -* 0 ° & ‘ ; 
NE /0% Sud 2 [2 DE 
[F, æ] RTS Res RE 2Z )— dP; Eee 1 2Z } 


ee So 5e ie 6) hear 
CL pl = (+ nes (25 + pi ne 


| En rapprochant les formules (43) et (44), on en déduit la nou- 


DE en 
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velle identité | 


(45) _ as(pe 


Appliquons cette identité à tous les couples de fonctions obtenus 
en prenant pour F et & deux quelconques des fonctions Z; X;, Py; 
nous obtenons les relations établies directement 


46) ; [Z; Xi] en [Xi, Xy] —= [X5, Px| = [P:, PF 0, | F LA 4 
[Z, Pl = — pP;, (Pi, À] — p. 
Dans ces formules [Z, X;] désigne maintenant 


2Z É x) ue ( à; 


A pk dar PK 5e ] op \oorx PA}? 


et de même pour FE autres crochets. 
-Réciproquement, étant données n + 1 es indépendante 
PNR SX Elder on LT UANbIES ES Lie D Pas cs. Pas SALLS- 


faisant aux relations 


(47) [Z, X]=o, [Xi Xx]—o, 

il existe n autres fonctions P,, …, P, des mêmes variables telles 
que l’on dit identiquement 

(48) dZ—P,aX,— ….—P,dX, = p(ds = pdx, —… —=p,de,) 


p étant une fonction non identiquement nullé. 

Les relations (47) expriment en effet (voir n° 46) que lès n n +I 
fonctions Z, X,, …, X, forment un BTOpE semi-conjugué pes w, 
On a donc une RE de la forme 


où —= A,dX, + ...'+ À ,dX; + À,,,dZ, 


qui est évidemment équivalente à la relation (48), car le coefficient 


- À,.,, ne peut être nul, puisque w est de classe 2n + 1. 


Où peut aussi obtenir de cette façon les crochets dé p et de l’üne 
quelconque des fonctions Z, X;, P4. La relation qui donné (Q')! 
_ peut en effet s écrire | 


F étant une fonction quelconque des variables Z, X;, Px, et f ce 
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qu’elle devient après la substitution, on a donc l’identité 


Les expressions de ces produits symboliques ont été obtenues 
plus haut : 


QGn-0aF = À dZdX, .…. dPn — Hi Z Eds … dpn 
wen-0df = 2£ dedæ, .:. dpr, 
oPrdfde — [p, fIdsdx, ... dpn.: 
En remplaçant dans l’identité DST il vient 
| OR nn TO 
(49) pps L + fe f]. 


En remplaçant F par les 2n + 1 pre Z, X;, Pr, on obtient 


‘les expressions des nouveaux crochets : 


$ dZ AN, EEE 
(SO) AA pp RATE PER 
; dP; 
A Ent pe 


52. Transformations de contact homogènes.— Une trans- 
formation de contact homogène est définie par 2n fonctions 


Apr ses Mens Piarer Pr dO 2RNATIADIES 2,2 De ie D, Alle 


que l’on ait l'identité 
(51): S'PAX ET  PidX, pot Ad ordre 


. En da par € et w le premier et le second membre de cette 


relation, on a 
on -1) — (22 —1), 


c'est-à-dire 

(B2) CXIAP ESS OX PE dE Up OL ADS 

ce qui montre que les 27 fonctions X;, Px sont indépendantes, 
puisque leur déterminant fonctionnel est égal à l’unité. Soit F une 
fonction quelconque des variables X;, Px, et f la fonction des varia- 
bles x;, px obtenue en remplaçant dans F les X;, P; par leurs 
expressions. L'identité 


on-D4F — w2r-Adf 
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devient, en tenant compte de la relation (52), 


| “Ka 
P, + Pi ne . + P = Bd on «+ D a 


En prenant pour F l’une des fonctions X;, P;, nous avons 


dX; | OX; 
| TR EE SR ETS ne 
(3) ‘oP; | dP; 
Pa de +. Popne re 


ce qui montre que les X; sont des fonctions homogènes de degré 
séro, et les P; des fonctions homogènes de degré un, des varia- 
bles p,, …, p,(Leçons, n° 80). | 

On a enfin, en désignant par F, ® deux fonctions quelconques 
des X;, Px, et par f'eto les fonctions des x;, px obtenues par la 
substitution, | | 


QC) JF dD = wer-3dfde, 


ou, en tenant compte de la relation (52), 


D F 0  oF o@ ENS af 29 
2 \risxi ox op) 24 ps oui xs op 
= VE 

Cette identité, appliquée à deux quelconques des fonctions X;, 
Px, donne les relations connues (Leçons, n° 80). 
(54) ( CRAN) = NP EE 0, (BE PA) SD mme 

re ASP RES 

Réciproquement, étant données n fonctions indépendantes 
À, ..., Xn des 2n variables -æ,, ..…., &Æn, P1, ..…., Pr, homogènes el 
de degré zéro en p,, ... Pn, et satisfaisant aux relations 


(Xi, Xg) = 0 CRE 2 00 rs 


il existe n autres fonctions P,, .…, P, des mêmes variables défji- 
nissant avec les premières une transformation de contact homo- 
gène. 

Les n fonctions X; vérifient en effet les relations 


oPr—2)QX; = 0, o(2r—3)dX;dX7 = 0, 


NET" ANPPA TIAL CAPES 
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- qui expriment que ces fonctions forment un groupe conjugué pi pour 
la forme w. On a donc bien une identité de la forme 


o = p,dx, + neo + prdtn = P,AX, + Fat + P,dX,. 


- 
= 


Addition au n° 42. — Etant donnée en linéaire ©, on a vu 
comment on pouvait, à l’aide des dérivées w', w”', .. obtenir des formes 
_covariantes de w. On peut aussi obtenir des formes covariantes d’un 
système de formes linéaires. Si «, w, ..…., “’ Sont d’autres formes de 
Pfaff, il est clair que lé produit symbolique | 


o(A)c409 ... Gp; 


où l’on a À + p< ce — 1 est un covariant du système des forme w, 45 
..s ©p. Si, par un changement de variables, «, @4, +. Op Se Chan- 
_ gent en de nouvelles formes Q, Q, ,.., Q,, on a identiquement 


(DO, ;., UE = oo, .., ap. 


Si, par exemple, on a c=n, h+p—n—1, le produit symbolique 
oo ... wp contient un seul térme en dx, ... dæn, et le coefficient de 
ce terme est un invariant relatif (Cf, G. DaRpoux, Bulletin des Sciences 
Mathématiques, tome VI, 2e série, ie p. 49). k dE 


L. Re CHAPITRE V 


INVARIANTS INTÉGRAUX (!) 


58. Définitions. Généralités. — Les invariants intégraux 
ont été considérés pour la première fois par H. Poincaré, qui en a 
fait d'importantes applications à la Mécanique Céleste. La théorie 
des formes symboliques de différentielles permet d'établir de la 
façon la plus naturelle les propriétés fondamentales de ces inva- 
riants. 

Considérons d’abord un bre de trois équations différen- 
tielles | 


| HR EAN ATEN 
=. ne Via ss dh 


X, Y, Z étant des fonctions de æ, y, z. Pour faciliter les énoncés, 
nous supposerons que ces équations définissent le mouvement 
d’une molécule dans l’espace, la variable { représentant le temps. 
La molécule qui, au temps {— 0, esten un point M, (te, Yo, 20) est 
_ venue au temps { en un point M,, de coordonnées (x, y, £). Lors- 


1 que le point M, décrit un certain domaine D, de l’espace, le point 
7 ( M; décrit un domaine correspondant D. Cela posé, soit 
: F(x, y, z) une fonction des variables x, y, z ; nous dirons que l'in- 
| .. tégrale triple I= de É Î F(x, y, s)dxdydz est un invariant 


| intégral du système (1) si la valeur de cette intégrale triple, éten- 
due au domaine Ds, est égale à la même intégrale étendue au 
domaine D,..Par exemple, si les équations (1) définissent le mou- 


Je . () Auteurs à consulter : 

H. Poincaré, Les Méthodes nouvelles de la Atécanique Céleste, tome III, en 
particulier le Chap. XXII. 

pe Donner, Rendiconti del Circolo Mätematico di Palermo (1901-1902). 

E. Goursar, Journal de Mathématiques, tome IV, ces Série, 1908. 

— Jbid., tome I, 7° Série, 1915. 
js Annales Scientifiques de la Faculté des Sciences F7 Toulouse, tome VIL, 1915. 
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vement d’un fluide ëncompressible, le volume du domaine Dt est 
constant, et l'intégrale Ji de dxdydz est un invariant intégral. 


. On définit de la même façon les invariants intégraux de lignes et 
de surfaces, Si le point M, décrit une ligne L, ou une surface S,, 
le point M; décrit une ligne L; ou une surface S;. Une intégrale 
curviligne 


IEC + Pdy + ydz 


est un invariant intégral du système (1), si la valeur de cette inté-. 
grale prise le long de la ligne L; est indépendante de {et égale à 


la même intégrale curviligne prise le long de L,. De même, une 
intégrale de surface | 


1e J Pdyds + Qdsde + Rdrdy 


est un invariant intégral, si la valeur de cette intégrale étendue à 
la surface S; est indépendante de #. | 

‘ Ces définitions s’étendent aisément à un système d’un nombre 
quelconque d'équations différentielles 


(2) dx __ dt; RE A _—_ 


nous supposerons que les fonctions X; sont uniformes et continues, 


ainsi que leurs dérivées partielles, et ne renferment pas le temps #. 


Nous appellerons trajectoire toute multiplicité à une dimension 
de l’espace à n dimensions représentée par les équations 


Che La —fi(t), Left), Ly ft), 


fa), F0, ..., f,(0 formant un système de solutions des équa- 
tions (2). De chaque point (æx,°, x, …, x) de l’espace à n dimen- 
sions part une trajectoire l qui est décrite par le point (œ Le 
… Æ,) lorsque f varie. 
ni valeur initiale de { étant supposée nulle, considérons dans 


de à n dimensions une multiplicité quelconque à p dimen- 


sions E>; ; de chaque point (x,°, x,0, …., x?) de cette multiplicité 
part une trajectoire et, au bout du temps #, le point mobile est 


"L D . 
: L Try 
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venu en un point (x, æ,, .…, æ,). Le lieu de ces différents points 
est une autre multiplicité à p dimensions E;, qui correspond point 
par point à la multiplicité FE. Soit d'autre part w une forme sym- 


bolique de degré pn, 
(4) o— Ÿ Au, ….. a dx, dr, ENT 


Xp 


si l'intégrale multiple d'ordre p 


| (5) L= fu 


a la même valeur pour les deux multiplicités E, et E, quel que 
ë _soit {, l'intégrale I, est un invariant intégral d'ordre p du sys- 
j tème (2). Le nombre p pouvant varier de 1 à n, il y donc n espèces 
. d’invariants intégraux. = 
Il résulte des propriétés des formes symboliques de différen- 
tielles que fout invariant intégral se change en un invariant inté- 
gral quand on effectue un changement quelconque de variables. 


gen à 


un nouvel invariant intégral r= fu du même système, w' étant 


| | Soit en effet 1= fo un invariant intégral du système (2) ; si l’on 
€ : ; 

D effectue sur ce système le changement de variables défini par les. 
7 formules & 

; | : 

î - Li = Qi (as Yas ses Yn)s CC — 1:22, .., nn), 

À ù | | 

d où les fonctions +»; ne renferment pas le temps #, la forme symboli- 
Î que w se change en une nouvelle forme symbolique 5, et le sys- 
1 tème (2) lui=même est remplacé par un système de même espèce 

: dy d d 

4 ! PAS CE SE RC TR CE 

1 (2°) | Ye — Vi …. —  # it 1 E 

| , + . 

où Y,, Y,, .…, Ÿ, sont des fonctions de y,, y:, .…, y,,-ne renfer- 
| mant pas la variable {. Il est clair, d’après la définition même 
d'un invariant intégral, que l’intégrale I, — [= est un invariant, 
1 k. | - 4 

: intégral pour le nouveau système (2'). 

; = 

* De tout tnvartant intégral = fo du système (2), on déduit 
| 


la forme dérivée de w. Supposons en effet la forme w de degré p, 
G, Prob. 14 


1e 
Re 
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et soit En une multiplicité à p +1 RO NONS de l'espace àn 


dimensions. De tout point (æ,°, æ,0, ..., æ,°) de cette multiplicité 
part une trajectoire, et le point qui, RON t— 0, coïncide avec le 
point (x,°, æ,?, ..…, x&,°) est venu au temps { en un point de coor- 
données (æ,, æ,, ..., æu). Soit E/.,, le lieu de ce point (x,, …, æ,) 
lorsque le point 7 RE PR décrit la multiplicité ps Ces 


deux multiplicités Eû DA et E; ,41 sont limitées par deux multipli- 


cités fermées à p dimensions e et 8; qui se correspondent point 


par point comme les multiplicités Er et E P+1 elles-mêmes. 


Or les deux intégrales fs étendues aux deux nes 


E, éqeL E; a sont égales respectivement, d'après la FRERE de . 


Stokes généralisée, aux deux intégrales ïe w, étendues aux deux mul- 


tiplicités ee Ep, et par conséquent.ont la même valeur. De tout inva- 
riant intégral d'ordre p du système (2) on peut donc déduire, par des 
différentiations seulement, un nouvel invariant d'ordre p + 1 du 


même système. Si on représente par I, l’invariant intégral f 5, on 


représentera par 19 p44 l'invariant intégral il w', et j'appellerai 


l'opération par laquelle on passe de I, à [4 l'opération (D). 


ll 


Cette opération appliquée à un invariant fo" conduit à un résul- 


tat identiquement nul, et par conséquent on ne peut déduire de 
cette façon d’un invariant I, qu’un seul invariant nouveau, et seu- 


lement lorsque la forme w n’est pas elle-même une forme dérivée. 


Remarques. ER à H. Poincaré a aussi considéré des invariants 
intégraux d’une autre espèce, tels que 


fV b(xi, dx), 


étant une véritable forme algébrique d'ordre » par rapport aux 


différentielles, et non plus une forme symbolique. Ils se définissent 
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comine les invariants intégraux du premier ordre cf D'Aidæi, 


dont 1ls sont une généralisation naturelle. 

20 Il est évident que, dans la définition d’un invariant intégral, 
l'hypothèse que les fonctions X; ne renferment pas le temps n’a 
rien d’essentiel. Dans la suite, à moins de mention expresse, nous 
supposerons les X; indépendants de é. 


30 Au premier abord, il semble qué la notion d’invariant intégral 
est tout à fait distincte de celle d’intégrale première. Cependant les 
deux notions peuvent se rattacher l’une à l’autre-par un passage à la 
limite. Il suffit pour cela de considérer les trajectoires issues de plu- 
sieurs points dont on fera grandir ensuite le nombre indéfiniment de 
façon à ce qu’ils forment une multiplicité à une ou plusieurs dimen- 
sions. On est ainsi conduit à un système d'équations linéaires, appelé 
par H. Poincaré équations aux variations, dont il a déduit les propriétés 
des invariants intégraux. Nous ne nous servirons pas dans la suite de 
cette interprétation (1). EN à 


54. Invariants relatifs. — Les invariants intégraux que nous 
venons de définir, où les domaines E, et E, ne sont assujettis à 


aucune restriction, sont des znvariants absolus. Il existe aussi des 


intégrales Î w qui ne possèdent la propriété d’invariance que si 


les domaines Er, E, sont des domaines fermés. De tels inva- 


riants ont été appelés par H. Poincaré énvariants relatifs ; nous 


les désignerons par la lettre J. Il est clair qu’on obtient un inva- 
riant relatif en ajoutant à un invariant absolu une intégrale de dif- 


férentielle totale symbolique quelconque, puisque cette intégrale 


étendue à une multiplicité fermée est nulle. Réciproquement, on 


démontrera au paragraphe suivant que tous les invariants relatifs 


s’obtiennent de cette façon. 


Soit J, — Î w un invariant relatif, w étant une forme symboli- 
que de degré p, qui n’est pas une différentielle totale ; l'intégrale 


fe est un invariant absolu d'ordre p + 1. En effet, les valeurs 


() Voir aussi le Traité de Mécanique de M. Appell (tome Il, p. 450), 
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de l'intégrale f w' étendue aux deux domaines E, Dés E; 11 défi- 
nis précédemment, sont égales respectivement aux deux valeurs de 
, , f . SONT , 0 t 
l'intégrale fe étendue aux deux multiplicités fermées Ep; 6p; 
qui limitent les deux domaines E14 E, +4, et ces deux intégrales 


sont égales, puisque fe est un invariant relatif. 


L'opération (D) appliquée à un invariant relatif J,, qui n est pas. 


une intégrale de différentielle totale symbolique, conduit donc 
aussi à un invariant absolu Ji d'ordre p +1. 
Le raisonnement qui précède conduit aussi à la conclusion 


” suivante : Pour qu'une intégrale fe qui n’est pas un invariant 


absolu, soit un invariant relatif, il faut et il suffit que fe soit 
un invariant absolu. SR 


Réciproquement, si se w' est un invariant absolu, Î w est un 


_ invariant relatif ou un invariant absolu. On verra; au paragraphe 


suivant, que l’on peut toujours ajouter à w, et d’une infinité de 


manières, une différentielle totale symbolique s, d'ordre p, de 


façon que J (o + ES) soit un invariané absolu. 


55. Existence des invariants intégraux. Forme canoni-_ 


que. — Le système d'équations différentielles (2) peut être ramené 
à une forme canonique par un changement de variables. Soient f, 
fase. fa un système de (n — 1) intégrales distinctes de l’équa- 
, tion du premier ordre : | 


XP = RE + X, E + Ai CEA AREA 


ad D, 
le système (2) admet les n — 1 intégrales ne 


fi Ci, fo = Co Ve es Te 


et une dernière intégrale de la forme 


t=f,TC;, 


2 


te 

cs “ft ca 
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la fonction f, ne dépendant, comme les premières, que des varia-. 
bles x,, æ,, ..., æ,. Cela posé, si l’on prend un nouveau système 
Hmnéonnués vif Noyau in ref, dlecsystomeé, (2}vs6 
change en un nouveau système de r équations différentielles dont 
l'intégrale générale est représentée par les formules 


Yi Gi es Yna Gus 2=T+C,; 
ce système a donc la forme simple suivante, que nous appellerons 
forme canonique 


(6) Ua — dynnt dE ge 
Cu o 0 I 


Il est d’ailleurs évident que le. ane (2) peut être mis sous 
forme canonique d’une infinité de manières. 

En effet, le système (6) ne change pas de forme quand on prend 
pour nouvelles inconnues n — 1 fonctions distinctes q(7,, .…., Y,_1) 
des inconnues y;, et qu'on remplace z par £ + d{y,, …., y,_:), 
Y étant une fonction arbitraire. 


Cela étant, soit I— | w un invariant intégral absolu d’ordre p du 


système (2); après le changement de variables qui vient d'être 
défini, la forme w se change en une forme symbolique 5 des diffé- 
rentielles dy, .…, dy, _1, dz dont -les coefficients sont fonctions 


des y: et de z. L'intégrale [I w est un invariant intégral pour le sys- 


tème canonique (6) Il est facile de trouver à quelles conditions 
doit satisfaire la forme # pour qu'il en ie ainsi. Soient E, un 
domaine à p dimensions de l’espace à n dimensions (y,, y, .…, 
His 2)tel E, le domaine que l’on déduit du premier en aug- 


mentant les coordonnées £ de tous ses points d’une même quan- 


_tité é, sans changer les autres coordonnées. Pour que les valeurs 


de l'intégrale Î°, étendue à ces deux domaines, soient égales 
Le 


quel que soit £, il faut et 1l suffit que la forme symbolique 5 ne 
change pas quand on change s en z + C, quelle que soit la con- 
stante C, ce qui aura lieu si les coefficients de cette forme ne 
dépendent pas de £ et dans ce cas seulement. Donc, pour que l'in- 
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tégrale ds & soit un invariant intégral absolu du système cano-: 


nique (6), il faut et il suffit que les coefficients de la forme = 
soient indépendants de 5... 

De tout invariant intégral absolu du système canonique (6) on 
déduira inversement un invariant intégral absolu du système (2), 
en revenant aux inconnues primitives Zu, Los …, %, Îl existe 
donc une infinité d'invariants intégraux absolus de tous les 


degrés (de 1 à n) pour un système quelconque de n équations 


différentielles (2). On peut écrire explicitement les expressions 


générales de ces invariants, si l’on peut ramener le système à une 


forme canonique, c’est-à-dire si l’on connaît l'intégrale générale 
de ce système. 
À tout invariant intégral relatif du système canonique corres- 


pond de même un invariant intégral relatif du système (2). Il est 


facile d'avoir l’ expression générale des invariants intégraux relatifs 


du système canonique (6). Soit en effet = Î œ un invariant 


intégral relatif de ce système; l'intégrale 7. w est un inyariant | 


_ absolu du même système (n° 54) et par suite les coefficients de la 


forme s' ne dépendent pas de 3. On peut. donc écrire & — = ur Gode, 
w, et s, étant deux formes symboliques de degré p + 1 et p respec- 
tivement, si s est de degré p, qui ne contiennent ni £, ni d£z, Or, 


on doit avoir w4 + a,02—o, et par suite a, —5,—0, On 


pete donc trouver deux autres formes Q, et Q,, de degrés p et 
p—" respectivement, ne renfermant ni £, ni ds, et telles que l’on 
autos, 5er 2 (n° 26). Si l’on pose Q—0, + Q,dz, l'intégrale 


Î Q est un invariant intégral absolu du système (6), et l'on a 


Q'— w. La différence 5 — Q est donc une différentielle totale sym- 
bolique, et par suite tout invariant intégral relatif est la somme 


d'un invariant intégral absolu et d'une intégrale de RACE 


totale symbolique. 
Il est clair que cette décomposition d’un invariant relatif peut 
être effectuée d’une infinité de manières, car on peut toujours ajou- 
ter à un invariant absolu une intégrale de différentielle totale qui 


_ 0 
FAN 
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soit elle-même un invariant absolu, et il existe évidemment une 
infinité d’invariants absolus de cette espèce. 
Les invariants intégraux du D canonique (6), qui sont de 


la forme 
LE et SENTE TIR te NES 
IE SAUEE) 


s’obtiennent de même en prenant pour ® une forme algébrique de 
degré m par rapport aux différentielles dy;, ds, dont les coeffi- 
cients sont indépendants de £. 


. Remarque I. — Connaissant r intégrales premières distinctes 
Piles re indépendantes de £ du système (2) (r<n — 1), on 
peut en déduire des invariants intégraux de ce système. Soit en 
effet w(/;, df:) une forme symbolique des différentielles d/, dfa, 

 dfrs dont les coefficients ne dépendent qué- def; Jo Re 


V'iégrale Î w est un invariant intégral des équations (a) 
suffit d'observer qu'avec un système de variables canoniques y,, 
EEE Yu & cette intégrale sécrirait [2 la formesymbolique & 


ne renfermant que les variables y,, y,, .…, yr et leurs différentiel- 
les. Par exemple, si f'est une intégrale première des équations (2), 


É df est un invariant intégral absolu. Il est facile de le vérifier. 


Soit l', un arc de courbe joignant deux points À, B,, de l’espace 
à n dimensions au temps {= 0 ; au temps f, les points A,, B, sont 
venus en deux points À, B, et l'arc l, est venu coïncider avec un 


-arcT joignant les QE points À etB. On a bien \ 


JL = fi —h + ire df. 


AcBo 


Les invariants intégraux de cette espèce seront étudiés plus loin 


(n° 60). 


Remarque I. — Une intégrale D df peut être un invariant 


intégral, sans que f— C soit une intégrale première du système. 


TP RL CR NL EE ER TES RE 4 PT AE PT EN es DEA 4 N ; OR en ne 
HIER TT PRE, n. Dr SES ; RÉ QU are : ! É =: = 
& : Ps AT Me Ê ET 2 “ ra Le 
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Par exemple, pour le système canonique (6), | dz est un invariant 
intégral, sans que z —C soit une M tAAIÉ première. D'une façon 
générale, pour que [ df soit un invariant intégral du système 
canonique (6), il faut et il suffit que j'soit de la forme 

= GE + Q(Yar ce Yn-1)s 


C étant une constante quelconque, + une fonction arbitraire de 


UE «» Yn_a (CF. n° 63). 


56. Relations entre les coefficients d’un invariant. — 
Etant donnés un système différentiel de la forme (2) où les fonc- 
tions X; ne dépendent pas de #, et une forme symbolique w de 
degré p en dx,, dx,, …, dæ,, dont les coefficients ne dépendent pas : 
non plus de {, nous nous proposons de rechercher les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les coefficients de cette forme pour 


que f w soit un invariant intégral absolu. Considérons, comme 
au n° 58, un domaine variable Ef de l’espace à n dimensions, et 


soit [,(£) la valeur de l’intégrale f w étendue à ce domaine. Pour 


que J w soit un invariant intégral, il faut et il suffit que l’on ait 


di, 
Pr — 0. Or cette dérivée peut se calculer par les règles habituelles 


de différentiation sous le signe intégral Nous supposerons pour 
cela que l’on donne à { un accroissemeut ôf, et nous calculerons la 
partie principale de la différence I,(4 + ôé) —I,(#), en regardant ô4 
comme l'infiniment petit principal. Soient (x, æ,, ..., æ,) les 
coordonnées d’un point quelconque de la multiplicité E, et 
(Yas Yes vs YA) les coordonnées du CoER correspondant de la mul- 

tiplicité pro on a 


Pen EX (D RSS A LT NO EE ne (TT MEN 


les termes non écrits étant infiniment petits d'ordre supérieur au 
premier en ôf. Ecrivons les deux intégrales I,(4), I,(£ + ôf) sous 
forme explicite, en exprimant les coordonnées d’un point quel- 


x 


GE pate + 2, > L à 3 er. TRS L72 = h Ab 1 à p 2 té be 
FA FER, ire an dc ") À da . PAPE U 
z ds 1.” à 5 : : > à “ 
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conque de E, et de HET au moyen de p variables auxiliaires 


U,, Uos CR SU 


p 
Mer, ox 
œ , 
di. PR Pres TA. + En ra du, 
1 Et dy dy A 
(l t Ôt =, [AS Cr - d — d | 
L + ) 19 &1%2 ... Hp ST ou A | AE 


dans ces formules, les sommations sont étendues à tous les arran- 


gements p à p des indices (n° 22); A ge désigne ce que 


devient A Hd Se quand on y remplace x; par yi, et les deux inté- 
grales sont étendues à un même domaine de l’espace à p dimen- 
sions. 
à à 
PRET EE 
: Le QUE dUy 


un terme quelconque de la 


Soit A 6,8, o 


seconde intégrale ; on a, en n’écrivant pas Se termes infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier, 


MR Pl tau es LME Ve Palo tee 
où l’on a posé 


x (P=X . Xe 


Ug LT Xg à 
1 1 a TX 
ru ire 


Us DU TE OU 

à dx 

18, 32 +3 8: dæk 

Us - OU dk OU y 


2x, nya DT 
x a £ Lo 


OU, OU er 


Cherchons le coefficient de ôt dans la nou- 


velle intégrale. Pour que le produit 


Up, Be … Ve, 
À 9,8, Étui ous Ou, 


| première ou de classe différente. 
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donne un terme de cette espèce, deux hypothèses sont SAN et 
deux seulement : | | 
.. 19 On peut avoir Bi = a, Ba — 0%, | Re Bb, —,, ce qui donne le 
produit | 

D STE 


ÿ U41 UE] œ 
A Hs Po. 
VO Ge ... Up) OUy dUo Un 


2° On obtient encore un produit de la forme voulue en suppo- 


sant que toutes les égalités B; — «; sont vérifiées, sauf une seule. . 


Si, par exemple, on a f,—«,, .. Pret Pit ot, SE 
Py = %y) Bi étant quelconque, on a e produit partiel 


| 2X9, om me 
À Te ai—4 Fini ie L'IDRETT PES PAST H 
et lasomme des produits ainsi obtenus en faisant varier P; peut 
s’écrire Le | | 
2Xh. Los SRE 


> G1 ... AA LUTAE .. Xp ouy DU» 
h CT À PS 


dé, 


Comme l'indice variable £; peut remplacer l’un quelconque des 


‘indices «,, &,, ...,4,, on voit qu'en définitive le coefficient de 


dX AOL 
æ 


OU 


I (4 + Ôé) a pour expression 


(7) De Re Re (Aie fa à 


Y A 2Xh Far dXh F na OXR 
Ta Ras... «y JE EM re dy ES pe a%2  #p4 À de | 4p 
Quand on permute les indices à,, &,, ..., &,, on voit aisément 


que l’expression B,., ne change pas, ou change de signe, 


œ 
PE 
suivant que la nouvelle permutation est de même classe que la 


+ 


di, 
La dérivée 2 est donc représentée par une intégrale définie 


t 
étendue au domaine E, 


| . e 
(8) RES [ 9, 
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où a est la nouvelle forme symbolique 


(9) a — D Dee: Æ da, da, dx) 


les coefficients B, de étant donnés par les relations (7). 


ARTS 


Ces formules peuvent être résumées dans la règle suivante, qui 
permet de calculer très simplement la forme Q : on remplace dans 
w chaque coefficient Aix... par X (Aix….r), et à la forme: ainsi 
obtenue on ajoute la somme des monomes que l’on déduit de « en 
remplaçant successivement dans chaque terme de w une quelcon- 
que des différentielles dx; qui y figurent par dX. 


Pour que I, soit un invariant intégral absolu, il faudra que l’inté- 


grale fa soit nulle, quel que soit le domaine d'intégration, c’est- 


à-dire que tous les coefficients B,,., soient nuls, et ces condi- 
D 


.. 


tions sont évidemment suffisantes, Donc, pour que l'intégrale 


(10) | joe ps dx, dx, ed dx, 


soit un invariant intégral absolu, il faut et il suffit que l’on ait, 
pour toutes les combinaisons d'indices p à p, les relations 


rie : x n 2 » 
ae oXh 
(EP EX Be TN "à + ? À ho se apOR, F 
h=1 4 
0X} 0Xh ) 
me De 
a An 


Pour que l'intégrale (10) soit un invariant intégral relatif, il 


faudra que l'intégrale L w' soit un invariant absolu, On obtiendra 


_ les mêmes conditions en écrivant que l'intégrale f Q, étendue à 


une multiplicité fermée quelconque, est nulle, c’est-à-dire que 
l’on a Q' = 0 identiquement (!). 


(‘} La recherche des invariants intégraux se rattache à la théorie des 
transformations infinitésimales, Considérons X(f) comme le symbole d’une 


\ 


transformation infinitésimale, à un invariant intégral du système (2) corres- 


hr, 
« 


an 
Ar A 


PPT À 


Ne 


+ Le 
nie 


e 
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Le système (2) étant donné, les fonctions X; sont connues et 
les C coefficients Aux, ... «, de la forme w doivent vérifier les C? 
équations du premier ordre (11), qui constituent un système nor- 
mal (Leçons, n° 1). Ces équations admettent donc une infinité 
d’intégrales, ce qui est bien d'accord avec les résultats du para- 
graphe précédent. Comme vérification, sile système (2) a la forme 
canonique, on doit prendre X;=X,=..;=X, ;—0,Xx,— 

1% ... y | 


; el 
et les équations (11) se réduisent à ns EU) 
n 


Remarque.— Si les fonctions X; dépendent de #, les coefficients 
de w étant indépendants de #, le calcul précédent s’applique sans 
modifications, et on obtient les mêmes conditions (11) pour expri- 


mer que fo est un invariant intégral. Au contraire, si les coeffi- 


cients de w dépendent aussi de £, on voit aisément qu’il faudra 
ajouter des termes renfermant les dérivées de ces coefficients par 
rapport à é. | | 


Il est à remarquer que les équations (r1) n’admettent pas toujours 
* d'intégrales indépendantes de £, lorsque les fonctions X; dépendent de é. 
Par exemple, le système 


at 2 d£» 
dl eTiL2 


= dir. 


n’admet pas d’invariant intégral de la forme fFdxidæ, F étant indé- 


pond une forme symbolique admettant la transformation infinitésimale 
X(f) et réciproquement. La forme w étant donnée, la recherche des systèmes 


d'équations différentielles pour lesquels fw est un invariant intégral revient 


à la recherche des transformations infinitésimales qu’admet cette forme vw, 
Les transformations finies, par lesquelles une forme w se change en elle- 
même, forment évidémment un groupe, d'ordre fini ou infini, et la question 
est liée à la théorie des groupes, qui est en dehors du plan de cet ouvrage. 

On connaît depuis longtemps un certain nombre d’intégrales, dans le plan 
ou dans l’espace, ayant une signification géométrique simple, qui conservent 
la même valeur pour toutes les transformations d’un groupe, tel que le 
groupe des mouvements, Ce sont sans doute les premiers exemples connus 
d’invariants intégraux. Par exemple, quand tous les coefficients de & sont con- 
stants, la forme Q sera identiquement nulle, si les fonctions X; se réduisent 
à des constantes, Le groupe correspondant se compose des translations de 
l’espace à n dimensions. 
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pendant de {, car le système (11) se compose dans ce cas d’une seule 
équation 


a (a). + (enr) = 0, 


et conduit à deux équations distinctes n’admettant que la solution 
banale F — o. 


57. Invariants d'ordre n,et n — 1. — Un invariant intégral 
d'ordren  - 


pe fre As Be D Di Ta RE TS 


dépend d’un seul coefficient F ; la forme Q se compose d’un seul 


terme, et, en égalant le coefficient : à zéro, on obtient une seule équa- 


tion 
“Xp 7". 
X(F)+ > 5 Dre rit 
que l’on peut encore écrire 
0) 


Or cette Pa a que F est un multiplicateur pour le SYS= 
tème (2), ce qui nous conduit à un théorème de H. Poincaré. 


Pour que l'intégrale | Fdx; ... dx, soit un invariant inté- 


gral du système (2), il faut et il suffit que F'soit un multiplica- 


teur de ce système. 


Avec un système de variables canoniques (y4, Yas ++. Unis S)s 
un invariant intégral est dé la forme L'Edy dus dest 
étant une fonction arbitraire de Uas Uos «es Yinas indépendante 


de z. Les propriétés classiques du multiplicateur s’en déduisent 
bien aisément. 


Un forme w de degré n en dx,, dx,, .…., dæ, est toujours une 


forme dérivée; par conséquent, tout invariant intégral d'ordre x 
peut être déduit d’une infinité de manières, par l’opération (D), 
d’un invariant intégral d'ordre n — 1 (n° 54), et tous ces inva- 
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riants intégraux d'ordre ñ —1 ne diffèrent que par une intégrale 
de différentielle totale. 

Inversement, H. Poincaré a. indiqué u une méthode qui sera géné- 
ralisée plus loin (n° 61), permettant de déduire d’un ‘invariant 
intégral d'ordre 7 un invariant intégral d'ordre n— 1. Il suffit 
pour cela d'interpréter les résultats du n° 29 dans la théorie des 
invariants intégraux. Supposons que les dénominateurs X; des 


équations (2) ne renferment pas #, et soit Q,_, la forme symboli- 


que de degré n— 1 | 
SO EE NOT EU RE St Re re EX, dx. ken En 


où l'on ne prend que des signes te si n est impair, tandis que l’on 
prend alternativement le signe + et le signe — lorsque n est 
pair. On a 


re X( dde … de, 


de sorte que toute intégrale de l'équation X(f)— o est aussi une 
intégrale de l'équation ©, _df = o, et réciproquement. Avec un 
système de variables canoniques (y,, y,, …, Yn—as 2), la forme ns 
sera divisible par dy,dy, ... dy, _,, et l’on aura 


2 —Kdy,dy, dy, 
K pouvant être une fonction quelconque de y,, …, Re z. En 


général Î Q,_, ne sera pas un invariant intégral du système (2); 


pour que Me, 4 soit un invariant intégral de ce système, il 


faut et il suffit que le produit MK soit indépendant de s, ou, ce 


qui revient au même, que MQ 1 SOit une forme dérivée. Ceci exige 


que l’on ait 


(MX) Es à vs MXy) _ 


2% DL & 


. c’est-à-dire que M soit un multiplicateur. De tout multiplica- 
teur M du système (2), on déduit donc un UNS intégral 


d'ordre n — 1 de ce système, fe. 


IL est à remarquer que quand on change le multiplicateur M, la 


PA 


EL 


14 x 
£ , # Le 
fr | 4 
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L 


forme sous le signe intégral a tous ses coefficients multipliés par 
un même facteur. Les invariänts intégraux d'ordre n — 1 que l’on 
obtient ainsi ne sont pas les plus généraux de cet ordre; nous 
venons de remarquer en effet que la forme MQ,_, s'exprime uni- 
quement au moyen de y,, .…, y, et de leurs dérivées; elle ne 


renferme nt £, ni dz (voir plus loin, n° 60). Je 


Considérons maintenant une forme quelconque de degré nr —1 
que nous écrirons 


a) n-1= À; dx, ..… dx, + À He . da,dæ, + … 
NN ORURS TRS 


avec des signes + seulement si ñn est impair, et 1 signe + et le 
signe — alternativement si n est pair. 


La forme à correspondante (page 219) a pour expression 
D —X(A,)dr. dr, LÉ ..7-EX(A, \dode "dre, 
+ A[dX; de, . da, + dx,dX,...dx, +... 
+ A,[dX, … dde, + dæ,dX, .… dæ, + …] 
A, [dX,dzx, de Ah de, dX, 4 de, 


et le ve de dx,dx, … dx,, par exemple, est égal à 
X(A1)— A(X) + AH, 


où l’on a posé ; Æ | SES he 
| L F ù à. 4 Cr X: 

£ À ( ) PE ) ie Ù Es ; 

L : di di 

i=1 i=1 ; 


et les autres coefficients ont des expressions analogues. En écrivant 


que tous ces coefficients sont nuls, on voit que les conditions néces- 


saires et suf. Jisantes pour que 2 w,_, Soit un invariant intégral 


_ expriment que l’on a identiquement 
G2) X(A(P)—A(X() + HA(P)—0, 
quelle que soit la fonction Fa #3 


_Gette conne est due à M. Kœnigs (, qui en a déduit des 


24 G.: ue Sur les invariants intégraux (Comptes-rendus de l'Académie 
des Sciences, 1. CAN, p. 25, 6 PAS RE 


ne As Lee, Lu Le dde 
VOLLS A STATE PUS 
A 


sq LR 
saut ï 
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conséquences intéressantes sur lesquelles on reviendra plus loin 
(n° 59). On voit immédiatement que, si la condition (12) est véri- 
fiée, les deux équations X(f)— 0, A(f)— 0, forment un système 
complet, lorsqu'elles ne sont pas identiques. On peut aller plus 
loin en observant que les deux équations 


(07 22090, * AD) FM, 


A: DA» 
DL A1 AE LU» 
tion (Leçons n° 18). En effet, il faut et il suffit pour cela que la 


relation 


où M— 


, forment aussi un système en involu- 


: X(A(P) + MP) — A(X(S)) — MX(P= 0, 


soit-une conséquence des premières. En tenant compte de la con- 
dition (12), cette relation devient 


X(M)/— HA(P)= { X(M) + HM } /—o. 


Or la relation X(M) + HM —o exprime que M est un multiplica- 
teur, ce qui est bien exact, puisque la forme dérivée de w, _, est 
Mae are 

On obtient le système (x) en cherchant les intégrales de l équa- 
tion ss qui sont en même temps des multiplicateurs pour 


la forme w,_,. Onaen effet 


@,_ =, +0, df= [A+ Mdr, ….d2,; 


les équations X(f)—o, A(f)—0o s’obtiennent de même en cher- 
chant les intégrales de X(f) —0 qui satisfont aussi à la relation 
w, _1df —0. On peut donc énoncer le résultat suivant: 97 l'intégrale 


fa , est un invariant intégral, les équations linéaires 


@,_f)=0,  Xif)=0 


forment un système en involution, et par conséquent les équations 
w,_\df—0, X(f)—o forment un système complet d'équations 
linéaires et homogènes. 

Ce résultat pouvait être prévu a priori, et il est facile de le véri- 


fier si le système (2) a été ramené à la forme canonique (6). Avec 


4 SAohll Vah 4 74 | 
RU « 

U À 4e # 
L 

: 
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. les variables canoniques (y, y, ..., y,_1, 2), la forme w,_,, qui 


figure dans un invariant intégral d'ordre n — 1, s’écrit en effet 
et nie er ch 5y_o0£, 


5,_1 two, _, étant des formes de degré n — 1 et n — 2 respective- 
ment, qui ne renferment que les variables y;,, ..., y,_;, et leurs 


différentielles, tandis que l’équation X(f) —o se réduit a D 10 


S1 f est une fonction ee de y1, ya, :.., Y,_3s On a identi- 
quements, ,df—0,(w, ,f)—0,etparsuite(w, ,f)—(5, ,f) ds. 
Toute intégrale de l’équation linéaire du premier ordre (5,_,f)—0; 
indépendante de z, est donc un multiplicateur pour w,_,. On voit 


À AO | à | 
de même que les deux équations w,_,df — ie —0o admettent 
dZ 


n — 2 intégrales communes distinctes. 


Remarque. — Nous avons supposé que les deux équations 
X(f)—=0, A(f)— 0 sont distinctes, c’est-à-dire que tous les Tap- 
de NRÉCEON À : ÿ 
pese ne sont pas égaux. S1 tous ces rapports sont égaux, on a 
0%, —KQ,_ 4, Q,_, étant la forme définie RUE haut, A(f) = KA, 
et la condition (12) devient 


X(K) + HK—0; 


, | 
elle exprime que K est un multiplicateur pour le système (2), et 
nous retrouvons les invariants intégraux [,_, considérés tout 


d’abord. 


58. Invariants du: premier ordre. — Soit 
& — À dx, rs SE A, ses 
une forme de Pfaff dont les ue A; sont des fonctions des n 
variables æ,, &,, ..., æ,, indépendantes de {. Pour que l'intégrale 
L= fu soit un invariant intégral absolu du système (»), les coef- 
ficients À; doivent satisfaire aux 7 relations 


(13) X(A:) Ar A, De A, — O0, (re 1, 255 ñ) 


G. Prob. , , 45 


us 
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que l’on peut établir directement, ou qui se déduisent des condi- 
tions générales (11), quand on y suppose p=1. 
Ces conditions permettent de vérifier facilement que 


AIX, +A,X, +... +A,X,— Cie 


A 


est une intégrale première du système (2), théorème dû aussi à 
H. Poincaré, et qui sera rattaché plus tard à une proposition plus 
générale (n° 63). | | | 

Lorsque l’invariant intégral a été ramené à une forme canoni- 
que, les conditions (13) prennent une forme simple, qui conduit à 
un élégant théorème dû à M. Kœnigs (). Supposons d’abord que 
la forme w soit de classe impaire 2p + 1 < n ; si l'on a pris un sys- ù 
tème de variables y, yy, ..., Yys Sas Les +..5 ps Uis er Ug 
(2p + g +1=n) tel que w prenne la forme canonique 


| o—=ady,+... +2,dy,+ dy, 
le système (2) est. remplacé par un système équivalent 


DNA EE ee en an CR 
(14) RU en D ne 
OÙ Ÿ, Vies Yps us se. Zp, Us ++, Ug sont des fonctions des varia- 
bles y, yi, £r, ur et de {. | | | 

Pour exprimer que l'intégrale . 


(15) 1, = fadi+ Vos + £5dY 9 + dy 


est un invariant intégral (2) absolu du système (14), observons que 
la forme Q qui figure dans l'expression de la dérivée 


prend dans ce cas une forme particulièrement simple 


= 0Y\ +2,07 et + Z,dy, + Mi +. + £ AY, 


(1) Comptes Rendus, tome CXXI, p. 875, Q décembre 1895. | 

(2) La liaison entre ce problème et la recherche des transformations de 
contact infinitésimales est évidente (voir Sopaus Li, Theorie der Transfor- 
mationsgruppen, tome II). 
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Pour que I, soit un invariant intégral, les fonctions Y, Y;, Zx 
doivent donc vérifier les n relations 


À P P - 
2Y 2Yk 2Y : SXks 2 
y 2 ? kg = 0 au Faut Dry = « 


(16) " 
per: 2Yk 
nt +54 » mt Dee 7% 
| A1 | k—1 À 
er (1, PAT P); (Ar, 23. q)- 
On satisfait d’une façon très élégante à ces conditions en intro- 
duisant la fonction auxiliaire. 
(17) - Hd ss + Y; 
ET 
les 2p équations qui suivent La première deviennent | 
| FR er LE : 
"1 AR en 
Onaensuite 
H 
Y—H— Fe $ 
25% 
et, en substituant ces expressions dans la première et dans les g 
dernières relations (16), elles deviennent 
‘à Eat 2H | | 
=. | (9) ‘3 ET PRE om, —° (Æ—31, 3, ter 9} ; 
Le système (14) est donc de la forme | 
x | 2 dsi A: 
& (20) - =, di ue , 
(21) 7H 2 £R Le 
, : 
(22) TH =Us …. dus _ U;, ? É 


H étant une fonction quelconque de y,, ss Ypo La rt zp et de f,ne | 


+ TE RS hs] F PRE. 410, 74 POSE NT MEN OO RER" DÉérRL., Vo Lnt re 
\ Hs LS PR OS AE RU RO EN NE TE CARO MEN SU IOE ER 
TUE à Ce : } CAE PRE pi DO SES ul ar Pa eh 
CE 2 : ' L LL he F7 VASR nid À TETE MlT » 
* ; | “ ’ IN ET 4 34 0 RE LÉ AE 
, L è à d ’ CRUE DCE TEE #4 RD PA 
1 S : ñ « .# 
= ‘ Nos TL LR 
1 it 
. 
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renfermant pas les variables y, u,, ..., ug, et les fonctions U 
étant arbitraires. Ce système (14) est donc ramené au système 
canonique (20) suivi des équations (21) et (22). En particulier, si 
n—2p + 1, le système (22) disparaît. 

Lorsque la forme w est de classe 2p, on peut de même choisir 
2p + g —=n variables de façon que l’invariant I, ait la forme cano- 
nique 


INR IE7 +... + RSI LISE 


le système d'équations différentielles (14) étant remplacé par le sui- 


vant 


ya ee AOUp dzà Cdi. | dug dt, 


(14°) eye DS ce ri ST TT ln ere 
les dénominateurs Y;, Z4, Un étant des fonctions des variables yi, 
LUS à Fi PRE MT 
ze, un et de {. Pour obtenir l'expression de a il est inutile de 


recommencer le calcul ; il suffit évidemment de supprimer les 
termes qui renferment Ÿ et y dans l’expression obtenue plus haut. 
Les conditions (16) sont alors remplacées par les Ne 


en a+ Sade Jade Ja 


(im iniesint 20) (RSR; are 
NA hé 
Si l’on pose H— > 2rY%#, elles deviennent 
==, | 


oH 7 CH H 
— — — Li, — = Yi, — 
21 L ouh 
Le système (14')se compose donc encore d'un système canonique | 
de 2p équations 
dyi 0H dzi °° 0H 
mel UE ROE ST à CON A 


et d’un système de g équations 


PU =Ur (A 2 2 9) 


FPE 
My | 
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où les U» sont quelconques. La fonction H ne dépend que des 2p 
variables y;, £;, et vérifie la relation 


H= \ Z AL 
=> kR Oz ? 
kR=1 


c’est donc une fonction homogène et du premier degré des 2. 
Du théorème de M. Kænigs on déduit très aisément un impor- 


tant théorème de H. Poincaré. Considérons un système canonique 


quelconque 
di sua ETES 2H serz 
GB) on 2m / Ch). 


où H est une fonction arbitraire des yi, des si, et de é. Si on lui 
adjoint l’équation | 


(24) Se Host el 


nous venons de voir que l'intégrale 


1ET7 + z,dy, +... +:,dy, + dy 


est un invariant intégral absolu du système formé par les équa- 
tions (23) et (24). On en déduit que l'intégrale obtenue par l’opéra- 
tion (D) (n° 54) 


L À dy,ds, + dy,dz, +... + dy, ds, 


est aussi un invariant intégral du même système, et, comme la 
variable y ne figure, ni dans l’invariant [L,, ni dans les équations 
(23),on en conclut que I, est un invariant intégral pour le système 
canonique (Cf. n°.62). | 


59. Composition des invariants intégraux. — Si les deux 


intégrales Je &, Î 5, Où w et w sont deux formes symboliques du 


même degré,sont des invariants intégraux d’un système d'équations 


LS , 1 8t 5 AROATTAEUT d'A OO D FAIRE 1e 

AR OR TN NE ST Sn ST 
; 4} CPU RETRO CT EM ur 4 | 

PH 2 22) Das at UT LL ÉTRRS SE 


te Sas PE + 
; | 
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Î 


ditbroliulles: ilest clair que l’intégrale  [ Co+C's est un invariant 


intégral du même système, quelles que soient les constantes c, C. 
Connaïissant deux invariants de degrés quelconques, L op, [ wg 


du même système, on peut en déduire un nouvel invariant par une 
multiplication symbolique. | 

Supposons d'abord que les dénominateurs X; du RTE d’équa- 
tions différentielles 


| ds _ den tie 

(25) | HUE Len eu 
ne dépendent pas de #. On peut alors, par un changement de varia- 
bles portant uniquement sur " les variables Xi, ramener ce système à 
une forme canonique | 


(26) dy — dyz __ _: dynA PR LA 
(o) (o) ME à Aa. 


Soient p, 0 deux formes symboliques, de degrés pet q respecti- 


vement, en dx,, ..., dx,, telles que les intégrales LH — Î Op; 


Pe fe wq Soient deux invariants intégraux du système (25). Après 


le changement de variables qui ramène le système (25) à la forme 
canonique (26), ces formes symboliques wp, wy se transforment en 
deux nouvelles formes symboliques 4, @y, dont les coefficients ne 
renferment pas z (n°55). Ilen est évidemment de même du produit 


symbolique Q,Q7, et par conséquent sh OpQg est un invariant inté- 


gral absolu du système canonique (26). L'intégrale Î wpog est donc 


aussi un invariant intégral du système (25), et nous pouvons énoncer 
le théorème suivant, que H. Poincaré a déduit, par une analyse 
Savante, mais difficile à suivre, de l'étude des équations aux varia- 
tions. 


sn 


St les deux lintégrales k Op) Th wy sont deux invariants inté- 
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graux absolus du système (25), l'intégrale [ Wpwy ESL UN INnva- 


riant intégral absolu du même système. 
Le même raisonnement prouve que, si { —C est une intégrale 


première indépendante de # et [ w un invariant intégral, 1 fo est 


LE 


aussi un invariant intégral. En effet, par le changement de varia- 
bles précédent, f s'exprime au moyen des variables y;, et la forme 
fo se change en une forme FQ, qui ne contient pas £. 

Le théorème s'étend aussi aux systèmes (25), dont les dénomina- 
teurs, X;, ou du moins quelques-uns, renferment la variablet ; on 
suppose toujours que wp, w/ sont indépendants de £. Nous avons 
remarqué en effet que les conditions (11) qui expriment que 


1 Op; ‘h w/ Sont des invariants intégraux ne renfermant aueune 
dérivée partielle des X; par rapport à £. Si ces conditions sont véri- 
fiées, les intégrales Î Op, 18 w4 sont des invariants intégraux du 
système (25), où l’on aurait remplacé, dans les X;, { par une con- 
2 \ L , A» 

stante quelconque. Les conditions qui expriment que : WpOg eSt 
un invariant intégral sont donc des conséquences des équations 
qui expriment que. 1 w) et [ w Sont des invariants intégraux, 


puisqu'il en est ainsi quand on donne à { une valeur constante 
quelconque dans les X;. 


_ Il est clair que le théorème s’étend au produit symbolique d’un 
nombre quelconque de formes symboliques wp, wg, wr, .…, qui 
figurent dans les expressions des invariants absolus. L'énoncé 
_n’exige pas non plus que toutes ces formes soient différentes. De | 


» on déduira de nouveaux invariants 


tout invariant absolu . «. 


représentés symboliquement par for (w,)?, … Tous ces 


invariants sont nuls si p est impair. 
Connaissant un ou plusieurs invariants intégraux du système 


CL 4 
Ft 
METRE 


RAT 


EN Ta SE 


D 
D 


Mt ES 


ARE SE he 1 


\ À Abe het as Ave 4 LISTER CU A NE PP Er EP PRO OC D) Br 
EL. 4 Qi 7 'Æ à rl 7: J £ ÿ. PA A ve AT = Fi LE 2} At SA 3 Au < ne NAS 2: 4? ton Léa Fes Sr re “ o 
VA ; PS Ab au 7 + +, , 4 Ph Le MG EN SE RAT EN ei Ÿ GX re, 

A MIUE F2 ï # à - PAPE Li EU as EUR AU E FATAES PAPA 
r Fe ' PERL 


PEN Durs CRE 
Ca SAS : 
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(25), si l'opération précédente permet d’en déduire un invariant 


intégral d'ordre x, on aura un multiplicateur du système. Si, en 
procédant d’une autre façon, on peut en déduire un autre invariant 
d'ordre n, le quotient de ces deux multiplicateurs donnera une 
intégrale du système, pouvant d’ailleurs se réduire à une constante. 
Supposons, par exemple, que l’on connaisse un invariant intégral 


du second ordre I, — 1 w, d’un système de 2n équations, la puis- 
sance symbolique (w,)* n'étant pas nulle, et en outre deux inté- 
grales /,, f, de ce système. L'intégrale LE f (w,)° est un inva- 


riant intégral d'ordre n, ainsi que l'intégrale 


ford. 
Le quotient des deux formes symboliques 


Catdfdfs. 


(w2)? 


est donc une nouvelle intégrale du système proposé. : 

Le théorème classique de Poisson n’est qu’un cas particulier de 
cette remarque. Supposons que le système considéré soit un Sys- 
tème canonique. AE | 


Rs OA M pr ER HA ALT UN 
(27) PPT AR QU (= 1,2,...,n) 


Ce système admet l’invariant intégral (n° 58) : 


n 
L = fu= f D dxidpi. 


La puissance symbolique (w:)" est identique à n!dx,dp,.….dx,dp,, 
et par conséquent le système (27) admet pour multiplicateur 
l'unité, comme il est bien connu. D’autre part, si f et /, sont deux 


intégrales de ce système, i (w,)—1df,df, est aussi un invariant 


intégral d'ordre n. Or le produit symbolique sous le signe inté- 


V7 


a j 


\ = 
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gral est égal, à un facteur constant près (n° 42), à (f,, f,.)dæx,dp,… 
dEndpn, la parenthèse (firf2) ayant le sens habituel. L'expression 
(fis/2) est donc une intégrale du système (27). Les généralisations 
bien connues du théorème de Poisson s’établissent de la même 
façon. : 

On pourrait évidemment imaginer un grand nombre de combi- 
naisons d’invariants intégraux conduisant à des théorèmes analo- 
gues au théorème de Poisson ; nous n’examinerons que l’une 
d’elles. Supposons que l’on connaisse un invariant intégral 


Ent he du système (25), où les X; ne dépendent pas de f, et 
une intégrale f de ce système RÉ ATENE de !; LIRE 


KE = df est aussi un NREENL intégral êfe système (25), et par 


suite 1l en est de même de l'intégrale fe af SI le produit sym- 


bolique w df n'est pas nul, on aura donc un multiplicateur du 


n—1 
système. 
Il est facile de vérifier ce résultat, en se reportant au calcul qui 


a été fait à la page 223. Ecrivons, en reprenant les notations de ce 


paragraphe, 
du Aile, "TA .dx,.….dx, dire NIdr EURE" 
A(P=A, À + A +... HAE, 


de sorte que l’on a 


Ur V0 ne 


a 


Si l'intégrale ] wA—1 est un invariant intégral, on a identique- 


ment 
X(A(F))—AR(P)+A(S) DE D =0 


et par conséquent, si f est une sue de X(f)}—=0, on a la 
relation . 


X(A(f)) + A(S) DE nn — 


AN je ed a TO RS ru 


QE |, ERNST MOT SANS PETER ETAT RTE SEE NPA UE OP PEER APR TE ET , 
"> PA NAE : + tx SEAT EE ME CAP Ca de 1e . f LE 4e Nous 6 E rŸ 4 MEL en? 
Là PARAIT AN DELL LA Pre CR LU BE LROT ER DIG LU ESS ETES “4e D 5 vi LOT RU TOURS 
+ ‘ l RSS er 


SF 1 EN 6 
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qui prouve que A( f) est un multiplicateur. Si lon connaît déjà un 


AC) 


autre multiplicateur M, le quotient 24 sera une nouvelle inté- 


grale ; si l'on connait deux intégrales « et B, A(a) et A(Ë) sont deux 


_ Aa) 
A(B) 


multiplicateurs et par suite le quotient est aussi une inté- 


grale (!). 


On peut déduire facilement de ce qui précède la Ron d’un pro- 
blème étudié par M. Bubhl (2). Etant donné un système d’équations 
différentielles (25), où les :X; ne dépendent pas de #, soient LE B5, …, B, 
de nouvelles fonctions de æ, æ», ...,Æn, et B(f) l'expression 


B(f) = nn.  . 


M. Buhl s’est UE 5 déterminer les FA B; de façon que 
B(®) soit une intégrale de l'équation AE toutes les fois que 9 est 
une intégrale de la même équation. 

Il existe toujours une infinité de solutions de ce ben Soit en 


effet In-1 — fon-1 un invariant intégral du système (25), tel que Gn1 


ne soit pas identique, à un RUE free à la forme Qn—1 définie à \ la 


_ page 222. On a sine ? 


caf AU Mme de, | 
| | of f 


A(f) étant une expression linéaire et homogène en RE CNE De tree et 
? < k k | . 


les deux équations X(f) —0, A(f)= 0 sont distinctes. Nous venons de 
voir que A(f) est un multiplicateur du système (25), si f est une inté- 
grale de l’équation X(f)— 0. Soit d’autre part M un multiplicateur 
déterminé quelconque du système. L'expression 


donné une solution du problème de M. Buhl. 


On les obtient toutes de cette manière. Soit en effet 


BU bee AE Ce 


dCi dLCn 
(‘) Voir la note déjà citée de M. Rae (Gomptes Rendus, t. CXXII, p. 25 ; 


6 janvier 1896). 
(2) Thèse de Doctorat. 
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- & se , s , p) . . ‘ 
une expression linéaire par rapport aux dérivées ses , Satisfaisant à | 4 
l 4 ra L : È F 
l’énoncé. Considérons la forme symbolique n 
Dn—1i — B;d2 DK ER Bed; SE dXndæx, +... ÆBrér NT LE TEE | ; E. 4 
d’après sa définition même, on a | 1e Re. 
et par suite, M désignant un multiplicateur du système GX | e. 
= + Mon_idf = MB( far 2 dar: | 2600 
Posons wn_1 = Mæh-1, et PE ORe que MB(f) est un multiplica- 
teur du système (25) toutes les fois que f est une intégrale de X(f)=0o. Re 
_ I suit de là que l'intégrale [on—1df est un invariant intégral du Li 
tème (25) si #4 est une intégrale de l’équation X(f) = 0. | 55 
AE que l’on prenne un système de variables canoniques TK 
(LTEAL LUE yn4 z) pour le système (25); la forme wn_—4 s’écrira :° 4 
on = Kdyidys .. dyn-1 £ Un-#ds, ÿ | Lea PES eu. ; 
: ee : | ; k RC: ; "5 
K étant une fonction quelconque et Il:-2 une forme de degré n —2 où Re. 
ne figurent que les différentielles dyi. Les n — 1 intégrales D 
OnAdyi = 1 Un-—9dyidz (1 = 1,2,.. 3N— 1), 4 
doivent être des invariants intégraux. Il faut donc que les n — 1 pro- Re 
duits symboliques Th-9dyi ne renferment pas =, et par suite que les _  . 
coefficients de la forme Ilh-2 soient indépendants de 5. L'intégrale +6) 
[ln -2ds est donc un invariant intégral. Si l’on revient aux variables 12 
Mis Rs Pay NOT voit donc que la forme wn_1 est la somme de deux | ES Rs 
+ “#0 
formes | 2 | | 0e 
on=1 = H0n21 + Mn1, e | | \ de. À 
L --On1 étant la forme de degré n—1 définie plus haut (n0 57), et de Re 
js [1 étant un invariant intégral du système. On a donc * PRE 
. . ë: # < , $ : x ER nr: 
on—1df = HQn-1df + Un—1df, À = Ê à 
= [HX(S) + A) Idf, PR 
A\(f) se déduisant, comme on vient de l’expliquer, de l’invariant inté- 5 
| + 
à - ' 7 ae 
| ni. 
k <a 4 
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gral d’ordre n — 1 Jura en remplaçant wn_1d/f par cette expres- 


Sion, il vient 


B(f} = 00e Eu x 


_Il est clair que la solution ainsi obtenue n'est pas plus générale que 
la première, car, si B(f) est une solution, il en est de même de 
B(f) + LX(f), quelle que soit la fonction L. 


60. Invariants attachés aux trajectoires. — Reprenons un 
système de nr équations différentielles dx; X;dt,(i—1,2,...,n), 
où les X; ne dépendent pas de #, et soient fi, fa, …, f, , des inté- 
grales premières distinctes, indépendantes de #, de ce système. 
Quand on multiplie toutes les fonctions X; par un même fac- 
teur indéterminé \(æx,. …, æ,), le nouveau système 


dx dx da 

(28) | FR Te se: GR x, Te Li | 
admet encore les n —1 intégrales f,, f,, .…., f, 1, et la dernière 
intégrale seule, où figure le temps, dépend de X. En d’autres ter- 
mes, l'introduction du facteur À ne modifie pas les trajectoires, 
mais seulement la loi suivant laquelle chaque trajectoire est par- 
courue. CAEN | FER; | 

Soit w une forme symbolique de degré pen df, ..., df,_,, dont 
les coefficients ne dépendent eux-mêmes que de fi, f4, .…, fh 4 
L'intégrale f w estun invariant intégral du système (28), quel que 
soit À (n° 55). Nous dirons dans la suite que cêt invariant inté- 
gral est attaché aux trajectoires du système d’équations différen- 
telles dx; Xidt (1=1,2,...,n), et nous le désignerons par la 
notation. I;, quand nous voudrons mettre cette propriété en évi- 
dence. È | 

Si nous prenons un nouveau système de variables (y,, CR à 


Ynas &) OÙ Ya fs +, Yn à fn le système (28) est remplacé 
par un système | SARA 


(29) Pre — nn LE, | 


à 
ke 


d” FE À AA | SES Le 7 SEL LUE e-ST Te 17 D pe "1 et, 1 (1 æ à d l'a 14 + t e ve, 
PAT VON PEN 2 VER PUIS à M EE Me dm « Ja E AE à CU LES NUES 
CR TER - DE PT bn CU, Um ee / ‘ - } - 

bugs ie 7 hd FEV Lé RAR er - 3 . , A 
À” , * A Ve ' DT" . - 
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où y peut être une fonction quelconque de y,, Yo, +, y,y_1, : Une 


intégrale Î Q sera un invariant intégral de ce système, quel que 


soit w, pourvu que la forme Q ne contienne ni z, ni dg. On voit 
par là ce qui distingue un invariant intégral absolu quelconque 
d’un système canonique d’un invariant intégral attaché aux tra- 
jectoires. | 


Pour que hi Q soit un invariant absolu, il faut et il suffit que 


les coefficients de Q ne dépendent pas de s. 


Pour que [ Q soit un invariant attaché aux trajectoires, il "50e 


faut que Q ne contienne ni 2, ni ds. l 
__ Il existe donc une infinité d’invariants intégraux d’un ordre 
quelconque (de 1 à n) attachés aux trajectoires pour un système F7 


de nr équations différentielles. Soit Le Q un OUR intégral | | À 
absolu du système (2). Pour que cet invariant soit attaché aux tra- o 
Jectoires de ce système, il faut et il suffit que 7e Q soit encore un \ À 
invariant intégral pour le système obtenu en remplaçant X; par ÀX;, | Œ 
et cela quel que soit À. Supposons Q de degré p 56 
| x 

NÉ das dE, *+- dz,: # 

par hypothèse, les coefficients A, ARR vérifient les condi- e 


tions (11) (page 219) pour toutes les combinaisons d’indices p à p. 


Ces coefficients doivent vérifier aussi les relations que l’on obtient É 
en remplaçant X; par ÀX;. Or, ces nouvelles relations deviennent, A 
en tenant compte des premières, | | Re - 
“à 

A F nn '2 

2). A ct 

z 3 | A. eu ap Ah ER  % Ah ne ap 4h Fr + Das s | — 
k=1 , F4 2 ; mn 
dÀ ‘1e 

a À. … ap 4h %h dX | — 0, 4 

” Xp . | DE. 

ELA 

e A ge , 2 Le . e “4 Ji 

et doivent être vérifiées, quel que soit À. Si l’on y fait successive- 4 
| #4 
Re 

4 
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ment À, ..., =, on voit que les coefficients À, 


! ... Up 


doivent vérifier toutes les relations : 


n 


(30) D2 Ab HP ap 1 Xi — TA 


ME RE 
pour toutes les combinaisons des n indices p — 1 à p— 1. On peut 


énoncer ce résultat de la façon suivante : Pour que f Q soit un 


invariant intégral attaché aux trajectoires du système (2), il faut 
et il suffit que les coefficients de Q vérifient les conditions (11), et 
que toutes les équations du système de Pfaff attaché à la forme Q 
(n° 82) sotent vérifiées quand on y remplace dxi par \X; 
DR PL 

_ Les conditions (30) expriment que les Rare de Pfaff &,, w,, …, 
lwr, associées à la forme symbolique Q s'expriment linéairement 
au moyen des (n—1) formes dfi, ..., df,_,, en désignant par 
as fes ce fa un système de n — 1 intégrales distinctes de l’équa- 
tion | 


pa rar 


; _ En effet, l'équation de Pfaff 

| ñn 

se TT . Up => Ar ++ Ap— dti = PES 0 

& DAnX i=1 | 
sera vérifiée, d’après la relation (30), si l’on remplace x, &, ..., 
x, par des fonctions d’une variable indépendante satisfaisant aux 
équations (2), c’est-à-dire par des fonctions mi variable indé- 
pendante satisfaisant à n — 1 relations f,—=C,, ..., f, 1 = CG, 


# | Les équations w — 0 sont donc des conséquences des 


XXe .., Ap—1. 
équations df, —0,...,df,_; —0, et par suite les formes de Pfaff 
associées à la forme @ sont des combinaisons des n— 1 formes 
df dfs ..., df,_,. La forme symbolique a s'exprime donc elle- 
même au moyen de ces différentielles seulement. Telle est la 
signification des conditions (30). Quant aux conditions généra- 
les (11), qui s’appliquent à tous les invariants intégraux, elles. 
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FOUT que 5 coefficients qe Q s'expriment aussi au moyen de 
Jan fes ces fraae CE 


Remarque 1. — Lorsque fe est un invariant intégral attaché 


u 


aux trajectoires, il est à peu près évident que l'intégrale ;. a! est 


aussi un invariant attaché aux trajectoires. En effet, si on a 


_ ramené le système d'équations différentielles à une forme canoni- 


que, à ne renferme que y1, .…., Yy_u5 MY …. dy, etil est clair 
qu'il en est de même de 0. Il est aisé de vérifier ce résultat direc- 


tement et sans aucune transformation. 


Supposons, pour fixer les idées, que le degré p de @ soit pair; 


la forme dérivée o! a pour expression 


(ea de re 
PE DA ee and de, dE, 4 


où l’on a posé é | | % 
Du en Mo 
a A LE k + À ‘ 
2À 4 FT: Up fe À Se pl A 40 Ap—i . 
’ 41 | Xp 
Il s’agit de montrer que les relations. | 
Re? re n | 
: i=1 Lee 
ou 
: DA . AS i 


sont des conséquences des re HURe ( 1) et (30). : 
La relation à à vérifier peuts "écrire 


CFE À | à 1 
. + D 7” LEE p D MP == 08 


ET DA 
| X(A ua) Pre an) EN > | ÉTRTES LT Fi DR 


\ à ne Ki € ë , 
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re: ; ] n ela- 
ou, en remplaçant X(A, a) Par Sa valeur t Lee de la re 
tion (11), 
| À, À La œ 
; 2 .. _ « see FDA 
Der, dx Mon ere 
n «y 
Xi: A dX; 
RE à A G : Pur SAN 22. È À es O. 
dX 1& ... Xp TX y ... Ap—1l 
Mais, p étant pair, on a 
A PAT TE À RS api? TP À :. Ap—1l LA è Xp—1? 
et 1l reste ; 


me, (24 nn ns CS cs) 


cette relation résulte immédiatement des conditions (30). 

Le calcul prouve aussi que le système formé par les équa- 
tions (11) et (30) est équivalent au système formé par les équa- 
tions (11) et (31). Ce résultat est bien d'accord avec les proposi- 
tions établies antérieurement sur la classe d’une forme symbolique 
(n° 38). Si l’on remplace X; par dx; dansles équations (31) et (30), 
on obtient les deux systèmes d'équations de Pfaff S et S’, qui sont 
associés respectivement aux deux formes © et 0’, Les équations(31) 
et (30) expriment donc que les intégrales de ce système complète- 
ment intégrable font partie des n — r intégrales premières f, f,, 
.…, fn_—1 du système (2). Si l’on suppose la forme Q ramenée à une 
forme réduite, elle ne contiendra donc dans son expression que les 
n — 1 intégrales premières de ce système et leurs différentielles. 


C’est précisément ce qui a lieu pour une forme Q, lorsque IE est 
un invariant attaché aux trajectoires. 
Remarque II. — Si l'intégrale jf Q est un invariant intégral atta- 
Ï « 


ché aux trajectoires d’un système de n équations différentielles (2), 


CHAPITRE V. — INVARIANTS INTÉGRAUX. 241 


nous venons de voir que la forme @ est au plus de classe 7 — r. 


. Réciproquement, soit 


o, — Due Es PAP en de, 
une forme symbolique de degré p à n variables, et de classe 
inférieure à n. L'intégrale 1 w, est un invariant intégral attaché 
aux trajectoires pour un système au moins d'équations différentiel- 


les. En effet les équations 


n n 


 — A . ee 
> Re api CR Da ou api 0 
ê - =" 
qui se présentent dans l’étude de la classe d’une forme symboli- 
que (n° 88), se réduisent à n—1 équations distinctes au plus, 
: - . N . 
quand on y regarde À}, À, .…, À, Comme des inconnues. Soit 


L4— X1,..…., Àn —Xh un système de solutions non toutes nulles; 


nous avons démontré plus haut que fe, est un invariant intégral 


attaché aux trajectoires pour le système 


Eve” PS Le 4 8 pr 


X: RÉ FU >. 


Si w, est de classe ñn — r, les fonctions X; sont déterminées à un 


,» e$t de classe nr —r, X1, .…, Xn dépendent 
linéairement de r coefficients arbitraires. La propriété peut encore 


facteur près. Si w 


s'établir sans aucun calcul. Si la forme w, peut s'exprimer au 
moyen de n— r fonctions distinctes f,, f,, ..., fn—r et de leurs 


différentielles, [ w, est un invariant intégral l, pour tout système 


LE 


d'équations différentielles admettant les n—r intégrales pre- 
mières 


fa = Ci fe = Co) TR LP == Cres 


61. Formation de ces invariants. — H. Poincaré (!) a 
indiqué rapidement un procédé permettant de déduire d’un inva- 


(1) Les Méthodes nouvelles de La Mécanique Céleste (t. III, p. 33). 
G. Prob. 16 
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riant du second ordre un invariant du premier ordre, qui est préci- 
sément un invariant attaché aux trajectoires. On lui doit égale- 

ment un procédé (2) pour déduire d’un invariant intégral d'ordre x 
un invariant intégral d'ordre n — 1. En réalité, la méthode de 
H. Poincaré s'applique à tout invariant intégral, quel qu'en soit 
l'ordre, et permet de déduire d’un invariant intégral absolu 
d'ordre p, non attaché aux trajectoires, un nouvel invariant inté- 
gral absolu d'ordre p— 1, attaché aux trajectoires. 


Soit 1, — “1 o, = | DR dr da tm 


/ 


un invariant intégral absolu non attaché aux trajectoires. Posons | 


Cats … ép-4 =D A CUT ee. ap=At Xi; 


i—1 
l'invariant 1, n ‘étant pas attaché aux trajectoires, toutes les fonc- 


tions Gi + une SONT) pas nulles à le fois. Soit wp_4 la Mere 


symbolique de degré p— 1 
üpA1 = RE PRRe ja un dx, Le JT ? ; 


* l'intégrale ; wp1 est un invariant intégral absolu attaché aux © 


Hrarebtorses. 
Il suffit, pour le démontrer, de vérifier que les relations 


Ga) X (C 


au . + . äp 4) 


oXn MAC | NA Le PLUS 
+ È (Cr. 54 api 2, Te. « Ca, ... ap—2h TR ir 


sont des NES des conditions (11). Orona 


ie 


HIKD ve . ap4) Le 
A 
E A MEN NS PORTE A 


| (1) Acta Mathematica, t. XIII, p. 66 (1890). 


! 


n LA 
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1 
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nn 
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| 
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LU 


X (Gas ... .Ap— fie DA = à ON Le 


: oXy Fe 
1 DE YA lo … No PRE ne - 


_ change de signe quand on permute les indices z et h. 
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PME + ap 5)Par sa valeur tirée des formules (11); 1501 
il vient à. LE ne ; : 44 
x; RITES . at s 

DCR. :. | ni 
| : 


PS OR Vu. >Xp\ 
Le ExX ë ha ... Ap—Al EVA AE À MO api a) 


En remplaçant de même les C par leurs tre Ja relation AR ANT À “ où 


| Romplaçons X (A 


| Vos (31) devient de | TR NS 


| a *.. Se k>: À: 
. oX; | à nr 
S Xy ... Apt DR ere Re” . 131 
k j : k br.A , bn: 


sat ep Sa di \ , . ; ‘u ‘ À 
| LS 


Nr r 
xx {a “ (ONE 


api Gus SE LE) x 


£ CE \ ; s 4 +400 A Q 
Xp) 32 N EPA : CRI 


ou, en Re les termes Li se détruisent à première vue, 


Xi EAU OXR SN 
Dore De ait DCR 7 PT dois an Di ? #1 
j U h : | k d ue | u he. # 
il suffit de permuter les dico: l ï h ane l’un des Fe membres | Re 
pour obtenir une identité. NES LL UNS TEA LTÉE LL PAR 
SE À : UPS 
L'intégrale fe DS est donc bien un invariant intégral. QT 
| EU U ï {810 
p 
C’est un invariant attaché aux ANAL Nous avons en + ‘© 
EE IS PARC : É MEN nn. 
n j, ‘ ed , PAR L : 40 


\' ÈS ‘AR 
3 fià "+ 


et FPT du sed membre se détruisent Ds à deux, car ï 


Pour abréger, j j'appellerai l'opération (E) l'opération qui vient 21540 
d’être définie, et qui permet de déduire d’un invariant absolu I... 13 


non attaché aux trajectoires, un: invariant 19_4 attaché aux tra 
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jectoires. Cette opération, appliquée à un invariant 1}, conduit à 
un résultat identiquement nul. Nous avons appelé plus haut opé- 
ration (D) l’opération qui conduit d’un invariant intégral absolu 1, 


ou d’un invariant relatif J,, représenté par l'intégrale | “| w, à un 
| / 


\ 


invariant D A—= fe Appliquée à un invariant A elle conduit 
aussi à un invariant identiquement nul. é 

[l'est facile, en se servant des conditions (11) et (30), de démon- 
trer les propriétés suivantes (?). | HS 

Fe (D) appliquée à un invartant l conduit à un inva- 
riant Ée Fe 'est-à-dire à un invariant attaché aux trajectoires, qui 
est en même temps égal à une intégrale de différentielle totale 
symbolique. à 

L'opération (E) appliquée à un invariant 1 conduit à un inva- 


riant 16 

Les ns (D) et (E) sont nt permutables. 

Ces propriétés sont immédiates si l’on suppose le système (4) 
ramené à une forme canonique. Nous y reviendrons au paragraphe 


suivant. 
Remarque. — Pour appliquer l'opération (E) à un invariant 


J w, il est commode d’appliquer ue opération à chacun des 


monomes de: la forme w successivement. 
Par exemple, soit [, un invariant absolu du deuxième ordre 


LL _—— Î D , 


l'invariant If que l’on en déduit a pour expression 
Le — + d'AXidtR — X}dxi). 


(1) Journal de Mathématiques (6° série), tome IV (1908), p. 344. 
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62. Interprétation de la méthode précédente. : — _Gonsi- 
dérons d’abord un système de trois équations 


dæ dy 


dz 
PR ET AU 


où X, Y,Z ne dépendent pas def, et un invariant intégral du 


I — f f 1, Mdrdydz. 


Soit S, une portion de surface limitée par un contour fermé T'; 


* troisième ordre 


les trajectoires issues des différents points de S, engendrent un 
tube de trajectoires, limité par une surface S;, lieu des trajectoires 
qui rencontrent le contour F. Soit m, (o; Yo, 0) Un point deS,; 
le point de l’espace qui est au point m, au temps { — 0, est venu 
en un point m au temps { —T, et le lieu de ce point m est une 
surface S qui limite avec S, et S, un domaine D, le temps T ayant 
la même valeur pour tous les points de S,. Pour calculer l’inté- 
grale I étendue au domaine D, supposons les coordonnées d’un 
_ point de S, exprimées au moyen de deux paramètres (4, v), de façon 
que S, corresponde point par point à un domaine fermé R du plan 
_ (a, v). Le domaine D de l’espace correspond alors point par point 
à un domaine cylindrique de l’espace à trois dimensions (4, v, t) 
limité par les deux plans { — 0,4 —T, et l’on a 


1 1 ) 10 Mdxdyds — 1h de ÉCPE) . 3 dudvdt 
Re > ÿ) D(y, £) D(z, LC) Ë 
= pe v) Z + D(u, v) XF D(x, + * | ÉPUUAE 


= | dt Fx( [HE x + SET y DD 7 Z | dudo, 


D(e, V) D(u, v) 


ce que l’on peut encore écrire 


I = F ie {Xdyds + Ydsdx + Zdxdy }, 


\ 15 CU) PV 0 Sr AOL RTE É LRTTar 2 
Le RE PE PR SR TE EN 
+ va 1 4 ‘ Fa. » TE TRE s Aa \: " 5 10e L Eu LE qe A 
HMLATAE À ut | Fad La (Ta Es 
« * j F-# k Le s y 
VAN ARC u AURA 
} rs QU CELNCAITA Ve 


246 LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


l'intégrale de surface J | _ étant étendue à la section S; du 
St 

domaine D que l’on obtient en donnant à { une valeur constante 

comprise entre o et T. L'intégrale I est une.fonction de T dont la 
dérivée pour T — 0, par exemple, a pour expression 


(%) a 1 M(Xdyds + Ydsdx + Zdædy). 


Nous définirons un autre domaine A analogue à D de la façon 
suivante. À chaque point m, de S, faisons correspondre un 
nombre 6 variant d’une manière continue avec la position de my. 
Sur la trajectoire issue de ce point rm, prenons les points u,, et 
occupés par le mobile, qui part de m, au temps {= 0, aux épo- 
quest —0ett 8 +T. MS 

Sur chaque trajectoire issue d’un point de $S,, nous prenons ainsi 
quatre points M0, M, Hg» COESpRRR RAS aux valeurs l = 0, 
NÉE TE M ET ) 
Lorsque le point », décrit S,, le Sotne m décrit S, et les points 


} 


Lo, L décrivent aussi deux sections X,, Z du tube de trajectoires. 
Soit A le domaine intérieur à ce tube compris entre X, et Z. Il est 
_clair que ce domaine À se déduit de la surface X, de la même façon 
que D se déduit de S. La dérivée par pie à T de l'intégrale 
triple | 


[, — <f f f* Mdxdyds 


est ao égale aussi, pour T= 0, 


( me) =f ke M(Xdyds + Ydsdæ + Land). 


D'autre part, l'intégrale I, étendue au domaine À est égale à 
l'intégrale I étendue au domaine D. On passe en effet du 
domaine D au domaine À en ajoutant à D le domaine 5 compris 
entre S et », et retranchant ensuite le domaine Ô, compris entres, 
_et X,. Or les deux valeurs de I étendues à ces deux domaines sont 
égales, puisque par hypothèse I est un invariant intégral. 


\ 


Map, 


un invariant intégral d'ordre p du système 
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à) 


On a donc aussi ( a)= =(æ ire et la valeur de l'intégrale de 


surface | Tire ù 


ME ME Ja M(Xdydz à Ydzdx + Zdxdy), 


hante à une section quelconque du tube de trajectoires, a une 
valeur constante. Cette intégrale est donc un invariant du second 


: . ordre attaché aux trajectoires ; c’est précisément celui que l’on 


obtient en appliquant l'opération (E) à l’invariant intégral du troi- 
sième ordre L.. LS D | 
Le raisonnement qui précède est dû à H. Poincaré (Acta Mathe- 
matica, t. XIIT, p. 66). Il est: aisé de l’étendre à un invariant 
_d’ordre quelconque (t). Soit fe 


+ 


(33) b= [ Da PSP LOT LT: RE 


, 
1 


1 | DATES AL 
3 me EE EE 
(54) = X1 ci 2 2 Ets X» “ 


où les X; ne dépendent pas de f{; je supposerai, pour fixer les 


idées, que la sommation Unes par le signe Y est étendue à 
‘tous les arrangements p à p des n premiers nombres. Soit E)_4 


. une multiplicité à p—1 dimensions de l’espace à n dimensions 
(di, æ, ..., æ,), non composée de trajectoires du système (34). 


Quand on fait varier { de o à T, le point (x,, x,, ..., æ,) 
qui, pour { — 0, coïncide avec un point (a, a, …, a,), de 


ÆEp-1 décrit un arc de trajectoire allant du point (a,, &,, ..., @,) 


à un point (b,, b,, ..…. b,) et ces portions de trajectoires engen- 
 drent une lu TE à p dimensions E,, limitée par no 
par la multiplicité E'»-1 décrite par le poirit (Di 0e, 1240;) et: 
par une autre multiplicité E/»-1 engendrée par les segments de 


| (1) Journal dé Mathématiques (7° série), tome I (1915), p. 242. 


La 
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trajectoires issues des points de la multiplicité E5-2 qui limite 


Ep-1. Nous allons calculer l'expression de l'intégrale I, étendue à 


la multiplicité E,. Pour cela, supposons les coordonnées (a,, 
Ag. y) de Ép-1 exprimées au moyen de p— 1 variables indépen- 
_dantes, de façon que E)_1 corresponde point par point à un certain 
domaine R-4 à p— 1 dimensions de l’espace (4, u,, .., up). 
Les coordonnées d’un point de E, sont alors des fonctions de 


DT; 
Uns Uossess Up Ct def, qui vérifient les relations Se = X4 


L'intégrale cherchée peut s’écrire 


| D 2æ, 2x, 4 ER ; ue | d 
= PRE EU res p—: Psdus "dus 10 
P : X142 "9 Re TP DUp=- 4 MO AUS i # t 


la sommation indiquée par le signe È étant étendue à tous les 


arrangements d'indices p à p. On peut encore écrire L,,, 


à: pr RS 2æ, D 
39) [p— | dt Bar ru = see 2 du, .… dup- 
( ) P k Ver > œ + + Apt du dUp—1 F # 
en posant 


(36) Cases NTGRCLT TS 2x ve api? 


cette expression. de I peut aussi s’écrire, sous la forme abrégée 
Aer L 


(37) Lo SE af. 22 Or eÀ Pa té Cape 


ne intégrale I, est donc une fonction de Le dont la dérivée pour 
T— 0 a pour valeur | | 


(+) | tas 
(38) | 7) ie ÿC DE SE Te he nt 


Considérons une és multiplicité &, définie en partant de E,_, 


d’une façon plus générale. À chaque point (a,, …, a,) de E,.., fai- 


sons correspondre un nombre 0 variant d’une manière continue 
avec la position de ce point. Sur la trajectoire issue de ce point, 
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prenons les points («,,..., «,) et (B,,..., b,) occupés par le mobile 
qui part du point (a,, …, a,) au temps { — 0, aux époques { — 6, 
t—=T +0;il ya ainsi sur chaque trajectoire issue d'une point de 
E,_1 quatre points de coordonnées (a;), (bi), (æ), (Bi) respective- 


ment qui correspondent aux valeurs £ = 0, t = T, { — 8, 


t— 0 + T. Lorsque le premier de ces points décrit E,_,, le point 
(bi) décrit E',_,, et les points (x;) et (Bi) décrivent deux autres mul- 
üplicités &,_,, &!,_.. 

Soit &, la multiplicité engendrée par la portion de trajectoire 
comprise entre les deux points (ai) et (b;), e, et e', les domaines 
décrits par les segments de la même trajectoire compris entre les 
points (a;) et (a), (b5) et (B;). On obtient le domaine 6, en ajou- 
tant au domaine E, le domaine e’, et retränchant le domaine e,.. 
Mais les points des deux domaines e, et e', correspondent deux à 
deux à des valeurs de { qui diffèrent d’une quantité constante T. 
Les valeurs de l’invariant intégral 1,, étendues à ces deux 
domaines, sont donc égales. Par suite il en est de même des 
valeurs de I, étendues aux domaines E, et 6, ; les valeurs des deux 
dérivées sont donc égales pour T —o. 

Or il est évident que le domaine &, se déduit du domaine &, , 


comme E, se déduit de E,_,. La valeur de l'intégrale. 


1 — 1 Ds …. GA TT de pe Pop 4 ù 


est donc égale, quel que soit 6, à l’intégrale (38). 
L'intégrale [,_4 est précisément l’invariant intégral que l’on déduit 
de FE, par l’opération (E). La démonstration prouve bien que la valeur 


4 


de cette intégrale étendue à une multiplicité à p—1 dimensions, 


obtenue en prenant un point à volonté sur toutes les trajectoires 
‘issues des différents points de Eh-_4, est égale à la valeur de la 


même intégrale étendue à E,_1. C’est donc un invariant intégral 


attaché aux trajectoires. 


Cette interprétation de l'opération (E) est évidemment indépen- 
dante du choix des coordonnées qui fixent la position d’un point 
dans l’espace à n dimensions. Cette opération est donc covariante 


pour le système (34). En termes plus précis, soient I, EE, un 


PER de LE Ac hide 
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invariant intégral de ce système, [5-1 — f w)4 l’invariant inté- 


LA 


gral qu’on en déduit par l'opération (E) ; si on effectue une trans- 


formation de coordonnées définie par les formules x; = vw; (y,, 


Yo ce Un) C1, 2, , n), le système (34) est remplacé par un 
nouveau système | 


\ 


ENS CARO dyn 
(34) | === di, 


les deux formes w, et w,_1 sont remplacées par deux formes »., et 

p p— P P p 
wp_1, et les deux invariants intégraux I, et 11 S'écrivent, avec les 
nouvelles Large 


2 


l = Gp, 1-4 = Dp—i." 


La forme SA se. déduit de la forme sn de la même façon 
que la forme w)_41 se déduit de w), les variables xi étant rempla- 


cées par lesvariables y; et les fonctions X; par ne Yires- 
pectivement. 


Supposons en particulier que le Pier (34) ait été ramené à 


‘une forme canonique (n° 55). Avec les variables canoniques 


LDÉRAUETEEECS Yn—1, Z, la forme %D S écrit 
o,=Q, + Q, ds, 


Q, et Q,_, étant des formes de degré p etp—1 respectivement, en 


PA 


© dyr, ..…, dyn-1, dont les coefficients ne renferment pas 5. L’opéra- 


tion. (E) appliquée à Pinvariant I, — fe, conduit à l'invariant 


PÈRE J O4, qui est bien un invariant attaché aux trajectoires. 


L'opération D) appliquée au même invariant 1, conduit à un inva= 


riant Ro Se fe + 0! is. Enfin les deux opérations (E) 


et (D) appliquées successivement à l’invariant 1, conduisent, quel 


que soit l’ordre dans lequel on les applique, à un seul invariant | 


nouveau PS Je pie De l’invariant intégral 1», on peut donc 
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1 1? e 


p+1? P , et 
trois seulement. Quelques-uns de ces invariants peuvent disparaî- 
tre; si, par exemple, l’invariant I, est égal à une intégrale de dif- 


CRE : ° ; : . | ê 
déduire, en général, trois nouveaux invariants |,_4, 


férentielle totale, on a Q'hy —Q';1—0, a et 


sont nuls. Si 

linvariant I, est attaché aux trajectoires, Q,_41—0,1,_4 et res À ‘4 
disparaissent, Enfin, si l’on a Qh_1— 0, Q',— 0, les trois invariants 

que l’on déduit de I, sont identiquement nuls. Les théorèmes L 
énoncés à la fin du paragraphe précédent sont évidents sur ces for- 

mes réduites. On voit de même que tout invariant 15_, peut se #-10 
déduire, d’une infinité de manières, par l’opération (E), d’un inva- : : OR INR 
riant [,, et que tous ces invariants [, ne diffèrent de l’un d'eux que ( | | 
par un invariant d'ordre p attaché lur-même aux trajectoires. D. 


RDA — Supposons que le Phi (34), où R—2p, admette. 
l’invariant intégral 


Î 


ie = de l dxidæs + dxsdx, + …. + dXtop1d%sp ; 


l’invariant que l’on en tr par l'opération (E) est un invariant 19 < 


qui a pour expression 


CE X1dX2 — Xodxi +... + Xanriddp — Xepdtop1. 


À 


La forme de Pfaff qui est sous le signe intégral doit être une diffé- 
rentielle exacte, ce qui exige que le te (34) soit un système cano- 
nique (cf..n° 58). 

+ Remarque I.— D'un invariant relatif J, — fo qui n’est pas 


une intégrale de différentielle totale, on déduit un invariant inté- 
gral absolu Ina = Les fo Si cet invariant 1} p41 0 nee pas attaché "10 
aux trajectoires, on en déduira par l’opération (E) un invariant Le $ 


D'un invariant intégral relatif, on peut donc toujours déduire un 
invariant intégral attaché aux trajectoires. 


+ 
A Dr 
pad FE. De 
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Lorsque l’invariant | w’ Let attaché aux tra ectoires, on peut 
q p J P 


de que l’invariant lui-même J, est ne aux trajectoires. Con- 
sidérons en effet une Auteur Ep limitée par une multiplicité 
fermée E,, et sur chaque trajectoire issue d’un point de E, 4, pre- 
nons un point à volonté. Le lieu de ces points est une multipli- 
cité E',,, limitée par une multiplicité E',, dont chaque point est 
situé sur une trajectoire passant par un point de E,, et inverse- 


ment. L'invariant fe étant par hypothèse un invariant 


re 1, les deux intégrales étendues à E,}4 et à E'h11 sont égales ; 
il en est donc de même des deux valeurs de l'intégrale J, étendue 
aux deux multiplicités E, et E!,. Il s'ensuit que J, est un invariant 
intégral relatif pour tous les systèmes d'équations différentielles 
que l’on obtient en multipliant les fonctions X; pars un facteur 
arbitraire Mis de di 


Remarque II. — Il est aisé de reconnaître si un invariant intégral 


FN fu peut être ramené à la De fous avec un système de 


variables HACRAUeE Soit 


Lp—1 ee fr = fo 


l’invariant qu’on déduit de I, par l'opération (E). Avec les variables 
canoniques, on voit immédiatement que l’on a wp— wp-1d2. Il faut 
donc que la forme wp soit le produit de la forme wp_1 par une différen- 
tielle exacte. 

Cette condition nécessaire est aussi os En effet, si l’intégrale 


f est un invariant intégral, on a 

op = Qp + Qp—1dz, 
Op et Op1 ne renfermant que les variables y; et leurs différentielles. 
La forme w)_1 qui figure dans l'invariant lh_1 est égale à Qp_1; pour 
que wp soit divisible par wp—1, il faut donc que 9» soit divisible aussi 
par Qp-41, et l’on a 

@p — œp—1(dz Gi I), 
I étant une forme de. Pfaff en dy,, .…., dyn-1. Si la forme linéaire 
dz + Ti est une différentielle d{z + +), il suffira de remplacer z par 
z + 9%. 


CHAPITRE V. — INVARIANTS INTÉGRAUX. 253 


63. Relations entre les invariants et les intégrales. — 
La connaissance d’un invariant EE fo d’un système d’équa- 
tions différentielles 


dx; ja PE TLn 64 
(39) TRES dE At 


où les dénominateurs X; ne dépendent pas de #, permet en géné- 
ral de simplifier le problème de l’intégration. Soit n — r la classe 
; si on ramène cette forme à une forme réduite où 


p 2 
ne figurent que n —r variables, 1, Ye, ..…, Yn_—r et leurs différen- 


de la forme w 


tielles, nous avons vu (n° 60) que y1, Y2, .…, Yn-r Sont des intégra- 
les distinctes du système (39). La détermination de ces n — r fonc- 
tions exige l'intégration d’un système de 7—r équations aux 
différentielles totales complètement intégrable, et nous avons vu 


les simplifications qui pouvaient se produire dans l'intégration de 


ce système. Dans le cas le plus défavorable, où r — 1, et où w, eSt 
une forme dérivée, on a vu que l’on peut toujours achever l’inté- 
gration du système S’ associé à la forme w, par une quadrature, 
si l’on connaît 2—2 intégrales distinctes. La connaissance de 


l’invariant fe offre donc le même avantage que la connaissance 


d’un multiplicateur. Ê 
Après ces généralités, nous allons examiner en détail quelques 
cas particuliers. Soit M un multiplicateur du système. L'invariant 


1, — fe ... dXn est un invariant 54 mais il ne peut être un 


invariant [°, car la forme sous le signe intégral est de classe n. 


En lui appliquant l'opération (E), on obtiendra donc un invariant 


qui est nécessairement de classe n — 1. Cet invariant n’est autre 
que l’invariant fes considéré au n°0 5'7. 


Pour déterminerles n — 1 intégrales de l’équation MQ,_1df— 0, 


e dr - 
yeè, Ÿ %. 


_mes suivantes 
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nous avons vu qu'il suffisait de connaître n — 2 LABCA RE dis- 
tinctes, et la dernière s'obtient par une quadrature. 


La ina td est la même si l’on connaît un invariant 
e_,, car un invariant de cette espèce est de la forme MO,-_4, où M 
est un multiplicateur. Supposons en second lieu que l’on connaisse 


un invariant 1-1 — | wh-1 qui ne soit pas attaché aux trajectoi- 


4 


res. Nous avons vu (n° 57) que les équations| 


dn1df = 0; X(f)= 0 


forment dans ce cas un système complet ; on aura donc n—2 
intégrales premières du gyne (39) par l'intégration de ce sys- 


tème complet. 
Au lieu d'opérer ainsi, on pouvait d’ abord déduire de 1,-1 un 


invariant 19 _9 — fo ün—9, et tamichor ensuite la féte Wn_2 à une 


forme réduite. Mais il est à remarquer que les calculs sont au fond 


identiques. Supposons en effet que l'on ait pris un système de 


variables canoniqués ; avec ces variables, w,_4 et w,_2 ont les for- 


RSR = re 1 + Il, 202, Wn—9 — = ns, 


Il, 41 et 5 ne renfermant que les SEA à yi et ts de 


>f 


tielles, tandis que l équation X(/)—0se réduit Re —o, Les dhèx Ê 


systèmes 1) 
(40) PTE Mdfo te = 0 
(40°) on2df— O, | X(f) 0,4 


sont donc identiques, puisqu'ils s’écrivent avec les variables cano- 


niques i ie 
Ah-sdf = ù L EP 
| | 
Supposons que l'on ait déterminé n — 2 intégrales distinctes 
tra PPT În=2 du système (ko) ). Si la forme wn_2est declasse n — 1 


on peut l’écrire 


PR PART ARE 


# 
J 


LS 


RL di 2e CAN EAP UNE Er CAPES LE OT PSE OT POS EP NES CRE SES PONT ET cp DR CAT EST 
si ? " ere | y "Re : AS # - k w y T4 ès Pie £ ‘ 


A 
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et le coefficient F, qui s'obtient par un simple calcul d'identifica- 
tion, est une nouvelle intégrale du système (39). Si w:_ est de 


classe 7 — 2, il est clair que l’on ne peut déduire la dernière inté- 


grale du système (29) de la connaissance de cette forme. 
Le calcul est évidemment le même si l’on connaît directement un 


invariant 19 D'une façon générale, supposons que l’on con- 


n—2" 
naisse un invariant |, — = fo oi où la forme Op admét r diviseurs 


linéaires distincts fe …, dfr, de sorte que l’on peut écrire 
comme un produit symbolique 


vp = Qdf, .… dfr, 


la forme Q n’admettant plus de diviseur linéaire qui soit une diffé- 
rentielle exacte. Les deux équations 


w,df=0,  X(f)=0 


admettent encore les r intégrales distinctes fi, ..., fr», que l’on 
obtiendra par l'intégration d’un système complet, facile à former 
en partant de w,. Le procédé même permet de reconnaître si la 
forme w,, admet des diviseurs de la forme voulue, et d’en détermi- 
ner le nombre sans aucune intégration (n° 25). 

Nous examinerons encore le: cas où l’on connaît un invariant 


intégral absolu du premier ordre du système(39) 


pe fu fade +. + Arndn. 


Nous pouvons reprendre le raisonnement du n° 62 en supposant 
p=1; la multiplicité E,_, se réduit alors à un point, et l’on en 


conclut que l'opération (E), appliquée à la forme w,, conduit à un 


-invariant intégral d'ordre géro, c'est-à-dire à une intégrale du 


système (39) 
AN EL RAR en CNRS : 


c’est au fond la méthode même de H. Poincaré pour établir ce. 


théorème déjà cité plus haut (n° 58). 
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Le résultat est illusoire si A,X, + ... + A,X, se réduit à ‘une 
constante K. Si cette constante est nulle, l’invariant considéré I: 
est un invariant |, et il suffira de ramener w, à une forme cano- 
nique, ou, plus simplement, d'intégrer le système S: correspon- 
dant (n° 6) pour avoir c intégrales distinctes du système (39), si 
la forme w, est de classe c. | 

Si la constante K n’est pas nulle, considérons le système auxi- 


liaire à n + 1 inconnues, &,, .…., Æn, Æn+1; 
dx dx dXn- 
M: LUTES RS Re CE PSE 
(39°) UE rer er ENT 


IL est évident que l’intégrale 


l' == fade, Fe … + ALT Se Kdæn1 ; 


est un invariant intégral attaché aux trajectoires pour ce système, 
| mi la relation YA;X; — K—o. Il suffira donc de ramener 

— Kdxn11 à une forme canonique pour avoir qe intégrales de 
ce ons auxiliaire (39). 

Supposons d’abord w, de classe paire 2p ; on peut alors, par un 
changement de variables, la ramener à la forme canonique 
Zdyi +. + 2, dy, OÙ Yi, Yns Zu ….., &, Sont 2p fonctions distinc- 
tes des variables æ,, &,, ..., &n. On aurait donc pour la différence 
w, — KdXn+1 la forme canonique 


| dy + ee + Epdyp — -Kdœn+is 


et Tn41 serait une intégrale du S-témie (39!), ce qui n’a pas lieu. 
I1 faut donc que w, soit de classe PAIE 2p + 1 ; elle admet 
alors la forme canonique 


Adys + 2 + Epdyp + dyp+1, 


les variables y;, zx ne dépendant que de æ,, …., æn, et w, —- Kdxæ»+1 
admet : aussi la forme canonique 


Adya ++ Epdyp 1 d(yp+i — Kætn1). 
Le système (39') admet donc les 2p + 1 intégrales 


de Gn: MÉUS y Re CEA NAT Ta ne) 
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3 - d ES 
et par suite le système (39) admet les 2p intégrales E 
yi=CGi, PU *# 
et une intégrale première, qui renferme le temps, * 20 
L À Ya MG | È _ 
Remarquons qu'il n'est point nécessaire, pour avoir ces inté- 5% 
_grales premières, de ramener w, à une forme canonique. Nous 34 
avons vu en effet (n° 5) que, si l’on a intégré le système S, associé 35400 
à cette forme, il suffit d’une quadrature RAR PRaReEt “a lac; 2e 
forme ET = - 
Ydy, + Yodys +. + Yodyon + dYspsas + “25 
3 | es | ne 
| Y,, Y:, …, Y,, ne dépendant que de Ya Vos …, Y2,- Les nouvelles 55 
É _ variables y,,7,,..",y,,.1 Sont des fonctions des variables -x,,.….,æn, Sa La 
qui s’obtiennent par l'intégration du système $, et une quadrature. 
é Les 2p équations yi Gi réprésentent alors des intégrales premiè- : ÈS 
res du système (39), et la dernière intégrale, Le renferme le. :: 2% 
temps est yo,44 — Ki Cou | = ne Pe 
Supposons enfin que ee connaisse un _invariant relatif Re 
TAN — = [ “,, Ji ne soit pas une intégrale de différentielle exacte, Le 4 
: ns e s = 1 à, x 1 > 
du système (9). T'itéerale fo l'est un invariant ER F3) du | . 
| même système. En lui appliquant l'opération (E), on en déduit un TER 
SJ ES 
‘inväriant absolu du premier ordre (n° 61), 1Ÿ < = wi. La forme 3 
“Te ‘de Pfaff 5, doit être une différentielle exacte df, et les dérivées ° : &°00 
* 27 vérifient la relation EX;- = — 0, puisque cet invariant est un “#00 
* É Li ? _ ee ; 
invariant If. La fonction f est donc une intégrale du système (39), 74 
: _et par conséquent de tout invariant relatif du premier ordre du 
é système (39) on déduit, par une quadrature, une intégrale de ce ÈS 
système. (*). La méthode s'applique aussi à un invariant absolu L,, 75 
RC : 
se mais l'intégrale ? à laquelle on est Re est identique à l'intégrale r° 0 | 
>. ” de Poincaré PAIX EYE RTE UE CE 2 LEA FÈ 
by Hieral de rsnbique (4 série), tome I V, 1908, P- 356. | + 3 < 
Probl. s IT SEE be © LE . 
_ sf Le É 


Pi 
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Ce résultat est illusoire si l’invariant k w,' est un invariant 19°. 


Si la forme w,' est de classe 2p, 1l suffira d'intégrer le système S’ 
associé à cette forme pour avoir 2p intégrales du système (39). Or, 
le système S' est ici identique au système S, (n° 5) associé à la 
forme w, ({). 

Remarque. — Soit = | wp un invariant intégral du système (39) 
de classe r<<n—1; si on sait intégrer le système S + S' relatif à la 
forme w,, on peut, par un changement de variables, exprimer cette 
forme au moyen de r variables seulement Y1, 2, ...» ÿr et de leurs 
différentielles. Le même changement de variables, appliqué au sys- 
tème (39), conduit à un système admettant les intégrales 74, Ye, ..; y, 
et qui est, par conséquent, de la forme 


—— a —— 


dy: ._ dyr _ dyr+1 : dyn 
1} — —— ; — ni Ph 
(39”) ee pate pas Ÿ. dé. 


IL est clair que la connaissance d’un invariant intégral fe OÙ ©p 


s’exprime uniquement au moyen de ÿ1, ..., Yr; dya, ..., dyr, ne peut 
être d’aucune utilité pour l'intégration du système 


© (41) dyr — = “nr Ut: 


Mais si linvariant he a été déduit par l’opération (E) d’un inva-. 


riant 141 — forte après le changement de variables, la forme wp+1 


ne s’exprimera pas uniquement au-moyen des variables ÿ1, ÿs, ...; ÿr, 
et de leurs différentielles, et on pourra en déduire un ou plusieurs, 
invariants intégraux pour le système (41). Je renverrai pour ce sujet 
aux Mémoires déjà cités (?). | ; 


(!) Zbid., p. 353. 
(2) Journal de Mathématiques (7° série), tome I, p. 292. Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse, t. VII, 1915, p. 38-45. ; 


« 
#7 


CHAPITRE VI 


CLASSE D'UN SYSTÈME DE PFAFF. CARACTÉRISTIQUES. 


Les systèmes les plus généraux d'équations de Pfaff ont d’abord 
été étudiés par Biermann (!), qui s'était proposé de rechercher 


l’ordre maximum des multiplicités intégrales, en supposant qu'il 


passe une de ces multiplicités par chaque point de l’espace. Il a 


- trouvé ainsi, lorsque les coefficients sont quelconques, que ce 


nombre maximum est égal au quotient, à une unité près par défaut, 
du nombre total n des variables par le nombre r des équations 
augmenté de l’unité. Différents géomètres ont repris depuis lors 
l'étude du cas général, sans arriver d’ailleurs à une démonstration 
entièrement rigoureuse du théorème précédent. Des résultats plus 
précis ont été obtenus ensuite par Engel, von Weber, et surtout 
par Cartan (?), qui a donné une méthode générale pour trouver 
dans tous les cas l'ordre maximum des multiplicités intégrales non 
singulières. Nous exposons dans les chapitres suivants les prin- 
cipaux résultats de Cartan. 


64. Généralités. — Considérons un système de r équations 
linéaires par rapport aux différentielles dx,, dæ,, .…, dæn, 


wo, = X,,d2, + XX, +... + XindTn=—=0, 


(a): w,=X,,d2, + Xe d2s +... + XondXn—=0, 


Op —= Xr,d2, ne Xr,d%; + US + Xrnl En —= O, 
dont les coefficients Xix sont des fonctions analytiques ; dans cer- 


(7 Ueber n simultane Differentialgleichungen der Form IX dr, = 0 (Schlôm. 


Zeitschrift, t. XXX (1885), p. 234-244). | 

(2) Sur l'intégration des systèmes d'équations aux différentielles totales (Anna- 
les de l’École Normale, de série, t. X VIII, 1901, p. 241-311). 

Voir aussi : F. EnGez. Berichte Ges. Leipzig (t. XLI et XLII, 1889-1890) ; 
Remarques ajoutées à une nouvelle édition de l’Ausdenungslehre ‘de H. Grass- 
mann (Leipzig, 1896), p. 479. 

E, vox Weser. Berichte Ges. Léinnia (t..L et DER 1898-1900) Sitsungsberichte 


Akademie München (tu XXNV? et: XXX ; 1895-1900). Mathematische Annalen, 


t. LV (1902). 


“ 


260 LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


tains cas, il suffit de supposer que ce sont des fonctions continues 
des variables æ,, æ+, ..., ©n, admettant des dérivées continues, 
tout au moins dans certains domaines de l'espace à à n dimensions. 
Nous appellerons encore élément linéaire intégral de ce système 
tout élément linéaire (dx,, dæ,, ..., dx), issu d’un point (x,, 
Lss -.., Cr), pour lequel les dx; désert les équations (1). Une 
multiplicité intégrale du système est une multiplicité ponctuelle 
de l’espace à n dimensions dont tous les éléments linéaires sont 
intégraux. Si cette multiplicité M,_; est définie par p relations 
distinctes | 


(2) CPE Te 0 fps . : Lie 0; (ph), 


les équations du système (1) doivent être des conséquences des 
équations (2) et de celles qui s’en déduisent entre les dxi, 


LR AE _ dfi=0, ..., dfp—0. 

Lorsque les coordonnées (æ&,, &,, ..., Æn) d'un point de M;-) sont 
exprimées au moyen de p=n—p Daratnstées DUREE, u,, 
Ti = (Ua RE u,), PS Ln—= Qn(Us DS Us) 
les équations (1) devront être ee identiquement quand on y 


Rp Ti par Gi et dx; par 7. du ie + SEE du,s et les fonc- 


IONS Ps Pos + + + On Kétrert vérifier le système de re équations aux 


dérivées partielles ainsi obtenues. ; 
On peut toujours supposer que les r équations du système (1) 


sont linéairement distinctes ; c’est ce que nous ferons désormais, à 


moins de mention formelle. On a donc r Ln; ; sir —n, les équa- 
tions (1) donnent db —=0, lo, et n’admettent pas d'inté- 
grales, sauf peut-être des plaie dont tous les points annu- 
lent le déterminant des coefficients Xi (1). SEC TRE 


LU 


(‘) Les équations (1) sont supposées linéairement distinctes, c'est-à-dire que 


tous les déterminants à r lignes du tableau % 


| Xas, Xu2, ...s Xan Î 
(T) X215X22, ss... Xon 


» 


UE ee Ahdes A 


ne sont pas identiquement nuls. Soit M, une multiplicité ponctuelle à p. 


ET ST 
RC © 
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système (x) est identique à un système de n — 1 équations diffé- 
rentielles ordinaires entre nr variables : il admet donc une famille 
de multiplicités intégrales à une dimension dépendant de n—1 
constantes arbitraires, et peut être, par un changement de varia- 
bles, ramené à la forme  , | | 


; (4) dfj=56, Fes dfn-1—=0, 


© as for c.s fn—1 étant n — 1 fonctions indépendantes des variables x;. 


Lorsque r est inférieur à 2 — 1, le système (1) admet toujours une 


infinité de multiplicités intégrales à une dimension, car on peut 
adjoindre aux r équations du système 7 —r — 1 équations de même 


forme à coefficients arbitraires, choisies de façon à former avec les 
premières un système de n — 1 équations distinctes, c’est-à-dire un 
système de r — 1 équations différentielles ordinaires. Ces intégra- 
les dépendent de 7 — r— 1 fonctions arbitraires d’une variable. Si, 


parexemple, lesystème (1) est résolu par rapport à dæ,,dæx,, .…, der, 


on peut choisir pour Zr441, ..…., Xn-1des fonctions arbitraires de æ», 
et æ,, ..…, &r sont déterminés par un système d'équations différen- 
tielles ordinaires. | | 

. Le système (1) peut être, d’une infinité de manières, remplacé 
par un autre système de même forme admettant les mêmes inté- 


grales. Posons en effet 
Q— no, + + ro (= 1,2,...,r), 


les coefficients À; étant des fonctions des variables æ,, ..., æÆn, 


dont le déterminant est différent de zéro. Il est clair que le sys- 


{1 , == 0; …., 0 


- 
» 


admet les mêmes intégrales que le premier système et inversement. 


dimensions, telle que les coordonnées de l’un quelconque de ses points 
annulent tous les déterminants d’ordre p du tableau (T) (pr); les coor- 
données d’un point quelconque de cette multiplicité peuvent s’exprimer au 
moyen de p paramètres w, ..…, u,» et en remplaçant æ; et dx; par leurs 
expressions dans les équations du système S, on est conduit à un nouveau 
système de Pfaff de ÿ — 1 équations à p variables. 

On pourrait opérer de la même façon pour obtenir les intégrales du sys- 
tème S qui appartiennent à une multiplicité donnée quelconque à moins de 
n dimensions, 
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De pareils systèmes sont dits équivalents. En particulier, on peut 
toujours remplacer un système de Pfaff de r équations par un sys- 
tème de r équations résolues par rapport à r des différentielles dæx:. 

On s’est d’abord proposé de trouver le nombre maximum de 
dimensions que peut avoir une multiplicité intégrale de S. Ce 
nombre est évidemment au plus égal à n — r, etce maximum n’est 
atteint que si S est un système complètement intégrable, tout au 
moins quand il passe une intégrale à 7 —r dimensions par un 
point quelconque de l’espace (n° 16). Dans le cas général, il sem- 
blerait naturel de raisonner comme il suit. Si le système S possède 
des intégrales M, à o dimensions, on peut supposer 7 —? des varia- 


bles x: Me au moyen des p variables restantes, Tire D, 


par exemple. Soient 


F 


Di = Qi(Las ++ d,) À (Lt RU tra 
_les équations de cette multiplicité. En remplaçant , jpes 
dæ, ja ., ln par leurs expressions dans les équations (1 ), et en 


égalant à zéro les coefficients de dx,, … SAT on a un système 


de pr équations aux dérivées partielles pour déterminer les ñ —p 
fonctions inconnues. En admettant que ces équations sont compa- 
tibles, pourvu que leur nombre soit au plus égal au nombre des 
fonctions inconnues, il faudra que l’on ait | 


h:. 


r+i? 


TeLNA—P, ou PK 


pour qu’on puisse affirmer qu'il existe des intégrales à p dimen- 
sions. Le raisonnement manque évidemment de rigueur, quoique 
la conclusion soit exacte, lorsque les coefficients X;4 sont quelcon- 
ques. Mais on n'obtient ainsi qu’une limite inférieure de la valeur. 
maximum de p HE 4 

Von Weber st ee ont étudié la question d’une façon beau- 
coup plus approfondie, et obtenu des résultats très généraux. 
Leurs recherches sont basées sur l'emploi de certains systèmes 
covariants du système S. 
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65. Premier système associé. — Soit M, une multiplicité 


intégrale (b>> 1) du système S ; soient (dx, …, dæ,), (dx, .…, Ôæ,) 


deux éléments linéaires issus d’un même point (%1, æ+, ..., æ,), et 
; :) ñn 


appartenant à cette multiplicité. Ces deux éléments linéaires 
satisfont (n° 8) aux r relations 


(5) D OT SUR er OS 
w/} ayant la même signification que plus haut 
_wx=Sor(d) — don(S). 


Nous dirons encore que deux éléments linéaires intégraux (dx:) 
et (ôx;) sont en involution quand ils vérifient les r relations (5). 
Les équations qui expriment que deux éléments linéaires sont 


intégraux et en involution 


&(d)— y En = 0 
(6) | W(Ô) — 0, ...,w (8) —0, 


! ! 
WU —=O, s5.53VWr—=0 


forment le premier système associé à S. Les 2r premières équa- 
tions forment deux groupes de r équations distinctes, mais les r 
équations de la dernière ligne ne sont pas toujours distinctes entre 
elles, et quelques-unes peuvent-être des combinaisons des premiè- . 
res, comme nous le verrons par la suite. | 

Le système (6) reste le même quand on remplace le système (1) 
par un système Auvuene Si l’on Done en effet 


(7) | D; —= Do: +... + kr, Fr, (et, 850579) 


. on en déduit 


Qi 30(d) — dOi(8)— LR 
+ rdo(d) + w Ad)èx, ss TnE w(d)5Xr 
—fdu(5). +: + krdor(à) + 0,(8)d\, +, + e5)d rl, 


ou 


a ko", +... + XirOr = a w4(d)6 x: +... | 
| (DE aEjdia ee eye 
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et les équations (6) entraînent les équations de même forme 


0,0) = 0 OAI Ô, 
(6') Q,(5) = 0, +, 06) —=0, 


60: ..…., Q$—=0. 


1 


Inversement, si le déterminant des coefficients X;% n’est pas nul, on 
tire des relations (7) 


(7) | OZ pi ee + ir C2 2,57) 


les coefficients ur étant des fonctions ne ne rerln et les rela- 
tions (6’) entraînent les relations (6). RS 

Supposons de même que l’on effectue un changement de varia- 
bles = œ{ys, Ya, +. Yn), et soient 


oi = Yidy, +. + Yindyn <e 


la nouvelle expression de la forme w; au moyen des nouvelles 
variables, D’après la propriété d’invariance du covariant bilinéaire, 
le système (6) est remplacé par le système de même forme déduit 

du système- de Pfaff obtenu en faisant le changement de variables 
dans les équations (1). En d’autres termes, le système (6) est un cova- 
riant du système de Pfaff S, relativement à tout changement de 
vartables. REF 


66. Caractéristiques. ns Parmi les éléments linéaires inté- 
graux issus d’un point, il y a lieu de distinguer ceux qui sont 
en involution avec tous les autres éléments linéaires intégraux 
issus du même point ; ce sont les éléments caractéristiques. 

Un élément caractéristique (dx:;) vérifie d’abord les r équa- 
tions (1) ; il satisfait en outre aux équations obtenues en écrivant 
que les r équations (6) de la dernière ligne, considérées comme des 
équations linéaires en dx, dx, ..., 0x, sont des conséquences des 
r équations de la ligne précédente qui, par hypothèse, sont distinc- 
tes. Imaginons ces 2r équations ordonnées au rapport à ti, (vie 


ñn? 


. 
: 
L 
; 
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puisque les r premières sont distinctes, l’un au moins des déter- 
minants d'ordre r déduit du tableau. 


sa 2, S'AGN EE: 
DTA. PETER. OS 
XP 
est différent de zéro. Soit 


wi (aide, + ai,dx, + … £ aindæn)5æ, DR 
| + (ai, dx, + aï,,dx, + + dindæn)0ts + 


le covariant bilinéaire de w;. Pour que les r équations w';—0 soient 
des conséquences des r équations w(5) — 0, où Lt, 0 Un. SONT 
regardées comme les indéterminées, il faut et il suffit que tous les 
déterminants d'ordre r + 1 déduits des HART 


Xw En Dis à TDR 
Xi. | ot Le X32 Le & .. 
RE er "GFee Xe 


soient nuls. On adjoint ainsi aux r équations w;—0o un certain 


nombre d'équations nouvelles qui sont également linéaires en 
dx,, dæ,, …, dx,. Le système ainsi formé 


(&)  w(d)—0,.…,u{d)—0, I(d)—0,.….,1 (d)—0 


est le système caractéristique. Il est évident, d’après sa significa- 
pes même, que c'est un covariant du système de Pfaff relativement 
à tout changement de variables. 
Si le système de Pfaff est résolu par rapport ar différentielles, 
DL Or par-exemple, on peut former plus simplement les 


équations qui définissent les éléments caractéristiques, en portant 


dans: w',, ..…, w'} les expressions de ôx,, æ,, …, ôx, tirées des 
équations w;() — 0, et en égalant à zéro les coefficients de 
ÔXr41, +, OXn après la substitution. Le système (8) contient au 
moins r équations linéairement distinctes, et il en contient au 
pue n. S'il en contient n, ces sAnsens Dapaetent pas d’autre 
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solution que dx; —0, et il n’y a pas d'éléments caractéristiques. 
Dans tout autre cas, il y a des éléments de cette espèce. 

Quel que soit le système de Pfaff S, le système caractéristi- 
que (8) est complètement intégrable. | 

Pour le démontrer, nous suivrons exactement la même marche 
qu'au n° 5. La proposition est évidente si le système contient n 
ou n— 1 équations linéairement distinctes. Supposons que ce sys- 
tème contienne seulement n — p équations linéairement dis- 
tinctes (p >> 1). On peut alors trouver, et d’une infinité de façons, 
‘une famille de courbes caractéristiques (c’est-à-dire de courbes 
dont tous les éléments sont caractéristiques), dépendant de n — 1 
constantes arbitraires, de façon qu’il passe une de ces courbes par 
un point arbitraire. Imaginons que l’on ait effectué un changement 
de variables tel que les équations de cette famille de courbes 
caractéristiques soient 


a Yi = .…. Una 0e; 


la variable y, pouvant être choisie à volonté, pourvu qu'elle forme 
AVEC Yyy Ya +. Yn—1 un Système de n fonctions indépendantes des 
premières variables. Le système (8) se transforme en un système 
où ne figure pas la différentielle dy», puisque ce système doit être 
vérifié quand on y remplace y,, y», .…., yn-1 par des constantes 
quelconques. En particulier Les équations du système de Pfaff (1) 
ne contiendront.pas dy après la transformation, Supposons ce 
one résolu par rapport à dy,, dy:, .…, dyr, 


9; = dyi [Yi CS +. + Yi, nAdyn]=0 ( — 1,2; 7). 
Les relations 
Nr Ô Yi, rH4dyr+1 ie ÔY;, n1dYn—1 
—— dY;, rHA0Yr-HA nc CT Dern dY;, n10yn-1 —= O0 


doivent être vérifiées par tous les éléments linéaires intégraux 5yi 

du nouveau système quand on prend dy, —=0, .…., dyn-1 = 0. Or, 

le coefficient de dy, après cette substitution est, au signe près, 
ve un 


Yi n— 
dYr+A4 + | = = SYn—1 ; 
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il faudra donc que l’on ait 


Yi, r41 A Yi, n—1 


dYn PES ] AC ONE AREA LI 


dYn 


et la variable y, ne figure plus dans le système de Pfaff après le 
changement de variables. Il est évident que les équations qui défi- 
nissent les éléments caractéristiques ne contiendront elles-mêmes 
QUE Yy, Ya ce, Yn—41 ÉYys +. dyn—1, et formeront encore un sys- 
tème de 7 — p équations linéairement distinctes, puisque ce sys- 
tème se déduit aussi du système (8) par un changement de varia- 
bles. Après p — 1 transformations de cette espèce, on sera donc 
ramené à un système de nñ — p équations à » — p + 1 variables, 
c'est’à-dire à un système complètement intégrable. 

Pour donner une application de ce résultat, supposons que le sys- 
tème de Pfaff S soit complètement intégrable. On peut alors, par 
un changement de variables, le remplacer par un système équivalent 


= dy=0, …., Gœ=dyr—0; 


les covariants bilinéaires Q’,, .….., 0’, sont nuls identiquement, et le 
système caractéristique se confond avec le système de Pfaff lui- 
même. Donc, pour un système de Pfaff complètement intégrable, 
tout élément intégral linéaire est un élément caractéristique. 

Réciproquement, {out système de Pfaff, pour lequel cette con- 
dition est salisfaite, est complètement intégrable. En effet, les 
équations du système (8) se réduisent alors aux 7 équations du 
système de Pfaff lui-même. Puisque ce système caractéristique (8) 
est, on vient de le démontrer, complètement intégrable, il en 
résulte que le système de Pfaff est complètement intégrable. 

On peut encore énoncer cette proposition comme il suit. Pour 
que le système de Pfaff (1) soit complètement intégrable (1), ul 
faut et il suffit que les r équations w'; — sotent vérifiées par deux 
systèmes quelconques d'éléments (dx), (ôxi) qui vérifient res- 
pectivement les 2r équations wy(d) —0, wn($) = 0. 

Nous appellerons dans la suite variable caractéristique toute 


(!\ Cette condition a été donnée par FrRoBENIUS sous une forme équivalente 
(Journal de Crelle, t. LXXXII, 1887,P. 276), Il est aisé de voir que le dernier 
énoncé s'applique aussi au cas où les r FEAT du système de Pfaff ne 
sont pas linéairement distinctes. 
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intégrale du système caractéristique, multiplicité caractéristique 
toute multiplicité dont tous les éléments linéaires sont caractéris- 
tiques. Si le système (8) se compose de y<Z » équations linéaire- 


ment distinctes, les multiplicités caractéristiques d'ordre maximum 


sont à » — y dimensions, et toutes les multiplicités caractéris- 
tiques d'ordre inférieur à n — y s’obtiennent en prenant une mul- 
tiplicité arbitraire sur une multiplicité caractéristique d’ordre 


maximum. | E Le 


67. Classe d’un système de Pfaff. — La classe d’un sys- 
tème de Pfaff est le nombre minimum de variables que l’on puisse 
laisser figurer dans les équations de ce système par un change- 
ment de variables convenable, deux systèmes équivalents étant 
regardés comme identiques. La classe est égale à l’ordre du 
système caractéristique (cf. n° 14), c'est-à-dire au nombre des 
équations linéairement distinctes du système (8). Supposons en 
effet que ce système renferme y équations linéairement distinctes 


_(r<y<n). Gomme il est complètement intégrable, nous pouvons 


supposer qu'on ait pris un système de variables indépendantes 
(Yi, Yo +. Yn) tel que le système caractéristique soit équivalent au 
système | Ke 


Tee 0, 1 OU = 0. 
Après ce changement de variables, dy 44 …, dyn ne doivent pas 


figurer dans les équations du système de Pfaff transformé, puisque 


l'élément linéaire OR: À "dy, = 0) dyy4 à + dyn) | est un 


élément intégral, quels que soient dy. 14 .., dyn. Si nous sup- 


posons le système de Pfaff résolu par rapport à 7 différentielles, 
à HS 


dy, -.. dyr par ÉAARpIé | 
AE Yi, r+1dyr41 HA ee +Y,,dy.; Can 


on démontrera comme au paragraphe précédent que - les coeffi- 


‘cients Ÿ; »14, …., Y doivent être indépendants de VPRT HER 


et par suite les équations du système transformé ne renferment 
que les y variables y,, ..., y, et leurs différentielles. 
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On ne peut mettre le système de Pfaff sous une forme où figu- 

rent moins de y variables. En effet, si, par un changement de 

variables convenable, on a mis le système de Pfaff sous une forme 

où figurent seulement g variables s,, #,, ..., #4 et leurs différen- 

tielles, les équations du système caractéristique, qui sont linéaires 

en d£,, d£,, ..…, ds, contiendront au plus g équations linéaire- 
ment distinctes. On ne peut donc avoir q <[Y. 

Si, en procédant de deux façons différentes, on a mis le système 

de Pfaff sous deux formes équivalentes, l’une ne renfermant que 

les y variables (y, y, …., y.) et leurs différentielles, l’autre ne 


renfermant que y variables (Eu Zn + 2) et leurs différentiel- 


les, le système caractéristique peut lui-même être mis sous les 
deux formes équivalentes 


JO es, CE 


lues 
ou. 
ds--0 ...) dE, 0: 


Il en résulte que £,,2,, …£, Sont des fonctions de y,,y2, …., Vs 


et l’on passe d’une des formes du système de Pfaff à l’autre par un 
simple changement de variables effectué sur y variables seule- 
_ment. Lorsqu'un système de Pfaff de classe y a été mis ainsi sous 
une forme où n’entrent que y variables et leurs différentielles, 
nous dirons qu’il a été ramené à une forme réduite. Il suffit, pour 
mettre un système sous forme réduite, de prendre pour variables 
indépendantes un système de y variables caractéristiques dis-. 
tinctes. | 

Dans le cas où y=n, toutes les variables sont caractéristiques, 
et l’on ne peut diminuer le nombre des variables qui figurent dans 
les équations du système. Si y—r, nous avons vu que le système 
est complètement intégrable. On ne peut supposer y=—r + 1. En 
effet tout système de r équations de Pfaff où figurent seulement 
r + 1 variables est complètement intégrable, et par suite de classe 
r. Le cas le plus simple, après celui des systèmes complètement 
intégrables, est donc celui où ÿy—r +2, qui sera étudié plus 
‘loin (chap. VII). Re 
Les théorèmes établis plus haut sur les multiplicités caractéris- 
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tiques d’une équation de Pfaff s'étendent immédiatement aux sys- 
tèmes de Pfaff, et s’établissent de la même façon (n° 17). 
Le lieu des multiplicités caractéristiques d'ordre maximum 


passant par tous les points d’une intégrale M, d'un système de 


Pfaff est une nouvelle intégrale M' dont l’ordre est au plus égal 
à p+Y. 


es multiplicités intéarales d'ordre maximum sont engendrées : 
Ve [tiplicités intéarales d 


par des multiplicités caractéristiques d'ordre maximum. 


La définition du rang d’une fonction f(x,, &,, ..…., Æn) relative- 


ment à une forme de Pfaff (n° 41) s’étend sans difficulté à un sys- 
tème d'équations de Pfaff. On dit qu’une fonction f est de rang p 
relativement à un système de Pfaff S lorsque, en établissant entre 
les variables æ:; et leurs différentielles les relations f —C, df —0, 
le système $S se change en un nouveau système de classe y — 0. 
On voit immédiatement que ? est nul si f n’est pas une intégrale 
du système caractéristique, et que p est au moins égal à un, si f 
est une intégrale de ce système. Mais le nombre p peut être supé- 
rieur à wn. Prenons par exemple le système de classe cinq 


de; x. dr, =0; du» dr, =6; 
les fonctions æ,, æ,, æ, sont de rang érois, tandis que æ2 et x, sont 
de rang un. La proposition suivante se démontre de la même façon 
que le théorème analogue relatif aux formes symboliques (n° 38). 
Le rang d’une fonction f relativement à un système de Pfaff S 


est égal à ÿ—Y, + 1, y étant la classe de S, y; la classe du sys- 


tème S, obtenu en adjoignant l'équation df — o au système S.. 
D'une façon générale, supposons que l’on ait obtenu p intégra- 

les fi, .…, f, dû système caractéristique. Si l’on. fait un change- 
ment de variables de façon que ces intégrales soient p des nouvel- 
les variables y,, ..…., y, par exemple, le nouveau système de Pfaff, 
où l’on fait y: —C;, dy; = 0, est au plus de classe y— p, mais il 
peut être de classe inférieure. Par exemple, si ce nouveau système 
est de classe r, il sera complètement intégrable. | 

On peut aussi quelquefois simplifier l'intégration du système 
caractéristique, à l’aide de certains systèmes covariants. On en 
verra un exemple plus loin (n° 76, p. 311). 


CHAPITRE VI. — CLASSE D'UN SYSTÈME DE PFAFF. 271 


Exemple. — Soit S;: un système de deux équations de Pfaff à 
cinq variables, 


tu); = A,0T; + A,d2, ent Ad, 0; 


S 
td =B,d2, + B,drs+… + B.dx, —0; 


nous supposerons, pour fixer les idées, que l’on peut résoudre ce 
système par rapport à dx, et dx;. Dans les covariants w’,, w',, on 
peut remplacer dx,, dx;, dx,, dæ, par leurs expressions tirées des 
équations w;(d) —0,w;(à)— 0, et l’on obtient deux conditions de 
la forme ci-dessous pour que deux éléments linéaires intégraux 
soient en. DIN 


AO Pre dasaee) + C(dr x, — dx 5x) 
+ G(dx ox, — dx Ît,)—0, 
or ere +D,(dx ir, — dx èx;) Lee 
> + D (AR Ts — dxÿx,)—0. 


- Considérons (de du ur.) (Er, 2) comme les coordon- 
nées homogènes de deux points m, y d’un plan, et soient P;, P,les 
points de ce plan de coordonnées (C,, C,, G;), (D,, D,, D,). La 
relation w',;—o exprime que les points m, pu, P, sont en ligne 
droite, et la relation w'; — o éxprime que les points m, a, P, sont 
en ligne droite. Pour qu’il y ait un élément caractéristique, il faut 
et il suffit que les deux points P,, P, soient confondus, ou que l’on 
ait 


le système est alors de classe quatre. Il en est ainsi en particulier 
si l’une des équations w', — 0, w',— 0 est vérifiée identiquement. 
Si les deux relations sont vérifiées identiquement, le système est 


complètement intégrable {voir n° 65). 


Considérons en particulier le système 


= ( où = do + Adu + Bdx + Cdy= 0, 
9 = dw + Aidu - B:dx + Cidy = O, 


temps = 
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"où les coefficients À, B, C, As B,, CG BAT des. fonctions des deux 
- variables æ, y seulement, On a 


pe (Se it — (dx dy — Fu Le es à (you — mes 
ie À (dudx — dædu) — Rip 
dB CG 
mio ( F5 A (dxèy — dyd) = de (dyèu — dudy) 


Feu  (duix — dxdu)= 0. 


Pour qu'il y ait un élément caractéristique, il faudra que l’on ait 


oB CG JA Le 


dy TX AVE 
EN RU 
dy DT dy EVA 
Il faut donc que le jacobien Rp soit nul. Si A et A se > rédui- 


DA DA, DA A 
ox "0x *2y ” dy 
les et le système caractéristique se réduit aux quatre équations 


sent à des constantes, les quatre dérivées — sont nul- 


HE sr i0: dy —0, du+Adu—=o, :dw—-Aidu= 0, 


et le système est de quatrième classe, à moins que l’on n’ait en même 
dB OCR 2 2G 
dY = :0@ 0ÿ 0 
intégrable. 
Supposons que l’on ait A1 = #(A), A n’étant pas constant et dépen- 
dant de la variable æ par exemple. Le système sera de quatrième | 
classe si l’ona | | | | | 
0B1 9C 2B 2C 
PRET as see 


, et:le one est alors complètement 


68. Application des formes symboliques. — On peut pré- 
senter les résultats qui précèdent sous une forme un peu plus 
générale, en utilisant les résultats et les notations du chapitre II. 
Etant donnée une forme symbolique & de degré quelconque p en 
dan, …; de, Soient wi, we, lun formes de Pfaff linéairement 
distinctes en LPS EE AA forme à peut s'exprimer par un 
polynome symbolique de degré p en w,, w,, ..., w,. Rappelons 
encore la notation suivante. Soient @ et II deux formes symboli- 


“ 


* « J # "A Pal N 
e ne NE - SSÉE 
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ques de même degré, et w,, w,, .…, w, des formes de degré quel- 
conque, dont chacune est de degré inférieur ou au ea égal à celui 
de a. Si l’on peut trouver de nouvelles formes ,, … Ty telles que 


l'on ait identiquement 
Q— I + ro, +. + LA 
nous écrirons cette relation sous forme de congruence 
\ 9 = Il (mod. w,, w,, ..., w,) ; 
7 ° L LT NE Es - 
il est clair que la congruence précédente entraine la suivante, 
Fe L u ! 
Q'= Il (mod. w;;'...,.0,, w',,-.:, 0"), 


d’après la règle qui donne la forme dérivée d’un produit nn bnte 


que (n° 26). 


Supposons en particulier que © soit le covariant bilinéaire d’une 


p 


forme de Pfaff w, et que w,, w,, …, w, soient aussi des formes de 


Pfafr. 


La congruence 
w'— 0 (mod. y; Way... w), 
sente à l'égalité 
D'—=T,0, + T0, + …. + T,o 


OÙ Ty, F9» +, TV SONt de nouvelles formes de Pfaff, exprime que 


deux éléments linéaires quelconques (dx,, dx,, …, dæ,), (ôæ,, 
PORTE èx,) satisfaisant aux relations 


(de 0 = hr (B)Eso, Ke raseho 


sont toujours en involution relativement à l'équation w— 0. En 


effet, le produit symbolique r,w, par exemple ds eus la diffé- 


rence des deux produits 
g 6(d)\$) — (5) Fi(d), 


et par suite ce produit symbolique est nul si l’on a à la fois 
w,(d)—0, w,(8) — 0. Il en est évidemment de même des autres pro- 


duits OT. 
Cela pos: soit S un système de Pfaff de r équations 
Oo, —0 (0 PS 9 | .. 0 ; 
LG Pret URL AUS | 48 
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aux r formes w,, w,, .…., ur adjoignons pæn—r formes nouvel- 
les ,; m9, 6, w, , de façon que lesr +p—n formes Wj, BA Soient 


linéairement A. Toute forme symbolique a de ré quel- 
conque, ‘et en particulier tout covariant bilinéaire w' ds peuts *expri- 
mer symboliquement au moyen de ces n formes. Si l’on réunit 
ensemble les produits au où ne figurent que les formes 
Dis Dao ce Dos le covariant w'; peut s'exprimer de la façon sui- 


vante, 


D Ti + ce Æ Tirür + Ÿ'Anonse, | (ART, 254670) 
h,k ( 


les x étant d’autres formes de Pfaff, et les coefficients A;rx étant 
des fonctions des n variables x;. Nous écrirons ces égalités sous 
forme de congruences, ve 


= Ÿ Anronok (mod. U3 Woy o..) or), ti 29083 RE 
h,k 

Dans les paragraphes précédents, nous avions Supposé que les r 

formes w,, &,, .…, ur étaient linéairement distinctes relativement 

aux différentielles dx,, …, dæxr, et nous avions pris 5, = Art, 

7 D) dxn, mais il n’est pas nécessaire que ces formes auxiliai- 


TES Dis Des 4) D b. soient des différentielles.exactes. Il suffit qu’elles 


forment avec/w,,..., &r un système de n formes linéairement indé- 
pendantes. Tout système de valeurs de m,, ®,, ..., m, définit un. 
élément intégral du système de Pfaff. Pour que deux éléments 
linéaires intégraux (dx,, dæ,, .…, dxn), (Ôxs, ., ÔXr) Soient en 
involution relativement au Ste il faudra, d’après une remar- 
que antérieure, que l’on ait les r relations 


DT Sn(d)s(S) — Sh(d)SA(S) LE EU SR 
h, k 


Cherchons encore comment seront déterminés les éléments carac- 


téristiques. La forme symbolique 


D AihkonOk 
h, k 


RAA 
Dr": 
Ve 
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étant de rang pair. 2v peut être ramenée à une forme réduite 
(n° 82) 

lle + gll4 + ce + Ho, _ lle, 
IL, [gs +, 9, étant 2y formes linéairement distinctes qui s’expri- 


ment linéairement au moyen de &,, …., w.. Tout élément intégral 


: | p 
dx,, …, dx.) qui satisfait aux 2° relations 
1 ñ q 


Il, — 0, .:., , — 0 : 


est en involution avec tous les éléments linéaires intégraux du 
système relativement à l'équation w;— o. En effet on a 

mn, =101,(d)n, (à) — H(d)M,(8) 0, 
quel que soit l'élément intégral (0x, ..., èæ,). Inversement, soit 
(ôx,, ..…, Ôæ,) un élément linéaire intégral quelconque du sys- 
tème, 11,(5), .…, I(0) ont des valeurs arbitraires pour cet élément, 


et le polynome symbolique 
| | Elle + U3lls + + + yy—1lloy 


ne peut être nul quel que soit cet élément intégral que si l’on a 
BAG OP ETS 07 


On a démontré antérieurement (n° 82) que Les 2v équations Il; —0 


sont équivalentes aux équations 
Ps LS F \ 
dAarGr— 0, d'Anro —0, PE D Arme 0. 
k k ke 


En faisant successivement {—1, 2, ...,r, on obtient un sys- 
tème d'équations qui déterminent les éléments caractéristiques. 
Pour qu’un système de Pfaff soit complètement intégrable, il faut 
et 1l suffit que tous les éléments linéaires intégraux soient carac- 
téristiques, c'est-à-dire que tous les coefficients A;z} soient nuls. On 


a alors les 7 congruences 


w';— 0 (mod. wi, Wy, ..., Gr), 


et inversement ces 7 congruences expriment que le système est 
complètement intégrable (1). | 


(1) Cartaw, Bulletin de la Société Mathématique, p. 248, t. XXIX (1901), | 
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69. Exemples. — 1° Considérons le système de deux équa- 


tions simultanées du second ordre 


(o) r f(x, y, 2,p:q;8) tt y) Pr rs); 
à toute intégrale de ce système correspond une intégrale à deux. 
dimensions M, du système de Pfaff à 6 variables x, y,£, p, q,s 
(Lo) 1 _w,= pdx + qdy — ds —0, 
 w—=/fdx +sdy—dp—=0, v,=sdx +edy— dg=0. 
Inversement toute intégrale M; du système (10) donnera une 
intégrale des équations (g), pourvu que les équations qui définis- 
sent M, ne donnent qu'une relation entre x, y, £. Formons os 
w'2, W',; en y remplaçant dz, dp, dq, ÿz, ôp, ùq par leurs expres- 
sions au moyen de dx, dy, ÿx, ou tirées des équations (0) elles- 
mêmes, il reste 


A O0 es dl (arèy—dyie) +- 2 (dxÿs—dsèx) + dyès— es 
Lo " Fdyèx —didy] + 2 (dys—dsèy) + dxës — ôxds, 


‘où l’on a posé, pour abréger, 


d d à à ù 
dx Sat Dre RSR 
LUN DT AMG PR ET ANS, 
CPIET EEE DANCE 


En égalant à zéro les coefficients de ôx, dy, ôs dans w', et ge on 
obtient les six relations suivantes pour définir les ni Carac= 
téristiques 


A NE Ra SR EN MC ETES 
ph dy + > soit à dxæ—ds=0, . dx +dy—=0, 


1) dè d RER d 
‘4 ns ae 4 AE MR LS 
-dy—ds—0, Fe dx + ds —ù, Fe dy + dx=0. 


. Parmi ces équations, il y en a toujours au moins deux de dis- 
tinctes ; la classe du système (10) est donc cinq ou six. Pour que 
le système soit de classe cinq, il faut.et il suffit que le système (11) 
se réduise à deux équations seulement. En égalant les deux 


(4) 
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dy EN 13 
valeurs der. , On a une première condition 
‘ of 9 
(I 2) ù of dur = 
ds àS 


En égalant ensuite les expressions de ds tirées des autres rela- 
tions, on obtient une nouvelle condition seulement | 


| dy of, df 
gr dx 0s RENTE SM 


Si les deux conditions (12) et (13) sont satisfaites, les équations (10) 


et (11) se réduisent à cinq équations; il y a une famille de courbes : 


caractéristiques, déterminées par les équations différentielles 
dy = — 2 dx, ds —pdx + qdy, dp= fdx + sdy; 
. dq=sdx + ody, ds = de 


Toute intégrale à deux dimensions M, est engendrée, d’après 
la théorie générale, par une famille de caractéristiques issues des 


différents points d’une intégrale à une dimension du système. Il' 


suffira, pour obtenir celles-ci, de trouver six fonctions &,, y, 20 
Po Go» So d'un paramètre à vérifiant les équations 


dZ9 | DL do dDo. dLo da 
(15) da I pe ce (ion du ARE PAL 
I & 
240 - T9 Yo 
—S9 à nés à vas 
dx ni dx 


Le système (9) est dit alors en involulion, et admet une infinité 
d’intégrales dépendant d’une fonction arbitraire. Pour résoudre 
le problème de Cauchy, c’est-à-dire pour déterminer les intégrales 
passant par une courbe donnée, on peut supposer &,, y5, % don- 
nées en fonction de « ; les équations (15) déterminent alors Pos Go: 
s, par l'intégration d’une équation différentielle du premier ordre. 


L'intégrale cherchée M, est le lieu des multiplicités caractéristi- 


ques issues des différents points (Xy, Yo, £os Pos os So) ainsi obte- 
nus (‘). On remarquera que le problème de Cauchy, admet une 
infinité de solutions dépendant d’une constante arbitraire. 


(1) E. Goursar, Journal de l'Ecole Polytechnique, 2e Série, 3 cahier (1897), 
l'E LC NS à | ER 
E. Carta, Annales de l'Ecole Normale Supérieure t. XX VII, 3 Série, (1910), 


afin SE nt, STEEL, EP UN Lt. POP OF D'ART IN MR LUS AT," .% 
AE De RAC SR Pole pére Te es dE Le ee ie 
À Ce # Tr ï 478 : . D É 2 7 
: TS | Lo Gi, + Ke * QUE Fay T's Fe Sem, A. TN Tes OT Là 
K:1 ù : ; à FU & À 1 as + : x. cs & ù di LAS ré 


278 LEÇONS SUR LE PROBLÈME DE PFAFF. 


50 Soient a et b deux fonctions des cinq variables æ, y, &, P; q 
et d’un paramètre 4. En éliminant ce paramètre u entre les deux 
relations 


(16) 


VUS —U—=0," 


on obtient une équation aux dérivées partielles du second ordre 
F(æ, y,2: pq 7,S, f)=0, 
dont l'intégration revient à celle du système de Pfaff 


o,=pdx + qdy—d;=0, 


(7) w, =udg + adx + bdy — dDp== 0 


En rémplaçant dans wi, w':, dz, dp, Ôz, dp par leurs expressions 
tirées des équations (17) elles-mêmes, et en égalant à zéro les coef- 
ficients de dx, èy, ôg, du, on obtient les nouvelles relations 


udg + bdy—o, bdx—dq—0, udx+dy=—0, 


| da “sh ; 
! É RCE L ere > ——— ; 
LL +, 4 + dq = 0 
04 da da db db p}/) 
Aie ban Ssne pa 


da da 0Q z db db ee 96 
Es Mate de k 
2b.*: : bb hi Sears 
RL 
, a _9a #5 2b . 2b du —= 
(ee )de+ (a : +50) du | du=0. 


Les équations des deux premières lignes donnent dx = 0, dy=, 
dq = 0, à moins que les fonctions a et b ne vérifient la condition 


eu + b—o. 


ou 
Si cette condition est vérifiée, on peut poser 


a—?Ÿtæ y.s. p, qu) 


8 ou 
ï | HE noRes 


ed, 


ee 
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% étant une fonction auxiliaire de æ, y, £, p, q, u. En écrivant que 


2 L 3 ; / du 
les trois dernières équations donnent la même valeur pour += , on 


obtient une seule condition nouvelle à laquelle doit satisfaire la 
fonction 4. Si cette condition est vérifiée, l'intégration de l’équa- 


_ tion aux dérivées partielles considérée est ramenée à l'intégration 


d’un système d'équations différentielles ordinaires, celui qui définit 
les caractéristiques du système de Pfaff (17) (1). 


30 On a déjà remarqué (n° 1 8) que l'équation de Pfaff à 2n variables, 


dont l’intégration est équivalente à l’intégration dé l’équation du pre- 


mier ordre 


d£Z 
Li 


d£Z dZ 
te .. Pas se se) 
est de classe 2n — 1. Cette équation admet donc des caractéristiques à 
uñé dimension, qu'il suffit de déterminer pour que le problème soit 
résolu. | 
Considérons maintenant un système normal de r équations du pre- 
mier ordre (r > 1}, 


, d24 mi d£o dr de 
(19) ESA fu er ss RAT EE =fr) 


les seconds membres fi étant des fonctions des variables æi, des r fonc- : 
tions inconnues £», et de leurs dérivées du premier ordre par rapport 
aux variables x2,...,æ,. À tout système d’intégrales des équations (10) 
correspond une intégrale à n dimensions M, du système de Pfaff 


(20) oi = fida + pisdæo + ... + Pind®n — dzi = Die (LR TS TN AS 


“ , , F2 do , d£h « \ 
où l’on a remplacé dans fi la dérivée Ses Par Phk. Inversement, à toute 


Th 
multiplicité intégrale à n dimensions M, de ce système (20) correspond 
un système d’intégrales des équations (19), pourvu que %1, Lo, ..., Ln 
soient des variables indépendantes sur cette multiplicité. En effet, les 
relations (20) prouvent que le long de Mh, toutes les variables z;, pik 
peuvent s'exprimer au moÿen de &,, Æo, ..., Æn, et l’on à 


2j ef CFA A A 
DT — J lo | DL == Dies 6.9 En — Din. 


(:) Pour l’étude des équations de cette classe, et leurs rapports avec les 
systèmes en involution (9), voir E, Goursar, Leçons sur l'intégration des équa- 
tions aux dérivées partielles du second ordre (tome I, p. 210, tome II, p: 164- 
171), èt lé Mémoire de E. Carran cité à la page 277. 


de Pfaff (20) que si toutes les dérivées ee 
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Il semble assez naturel de rechercher dans quels cas la méthode de 
Cauchy est applicable au système (19). 11 faut pour cela:que le système 
de Pfaff (20) admette des caractéristiques. | 


‘On a | 
LA ea dfidæs _ dfidæs <- dpis0Ta Se aies + +... + dpind Zn es dXn0pin, 


si lon remplace dans dfiet dfi les différentielles de dzh par leurs 
expressions tirées des équations (20) elles-mêmes, les éléments carac- 
téristiques doivent satisfaire aux relations obtenues en égalant à zÉrO 
les coefficients de dx, ..., d0æ,, et de tous les dpa, après cette substi- 
tution. Le coefficient de ne si À est différent de 1, est égal à 


DA 
dphk 


vf 


Si l’une des dérivées 
dDhk 


(i  h) n’est pas nulle, on a donc, pour 
un élément caractéristique, dx; —0; les équations w';— 0 prouvent 
alors que l’on a, quel que soit #, 

dxi=0, dis —0,...,.dtn=0,, dpa=o,s..,.dpins= 6 : dfi=0; 


et par suite dzi = 0, pour un élément caractéristique. 
Il ne peut donc y avoir d'éléments caractéristiques pour le systeme 


fi 
P 


sont nulles lorsque À et 


sont deux nombres différents. Le système (19) doit donc être de la 
forme 


dE ie | | D EN DRE TE Pen 
(19/) pu fi Faréag ee ta ON: AAA Ar ST PTS Ne nee) , 
CE | ‘ CE * 


(ns ue À te 


Cette condition étant supposée remplie, lé ten de dpis, par exem- 
ple dans w'; est 


of 
| pi 


on doit donc avoir, pour un nou caractéristique, 


à pat Bus 
É NT 


a — dXo s 


L 


On vient de démontrer que dx ne peut être nul pour un élément 


caractéristique. Il faut donc que soit indépendant dei;ilse réduit 


fi 
Pi: 


donc à une fonction de x, me, ..., Lns Tiseo:s Zn indépendante de 1: 
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af: dfi 


Il en est évidemment de même de Se 
dPis dPin 


, et par suite la 


fonction f: est de la forme 


free = Aspis +" .,..+# AnPin + Bi, 


AUS Ans Die LC DATE dépendant quéde La Ni Danti co Sri 
achevant les calculs, on vérifie que le système (20) admet des multipli- 
cités caractéristiques à une dimension, mais ce résultat était évident 
a priori, car le système est alors un. système de la forme signalée par 
Jacobi (Leçons, Chap. IT, p. 99). 

4° Considérons le système des quatre équations simultanées 


d2£ 22g d2g : d2g d2g 
ARE Ve a 21 103 RE Re COM Ÿ PR rt Es 
(o1) dTL1d0L® Lo dTdL3 dDL1° DTLo 
LPO EE à : Lo 22z ES d2z ia d2z +" 
LDLC 3 ? 52 2 DL? DX1? . DL? : 


à une seule fonction inconnue # SR C NPC désignent des constantes. 
En prenant comme inconnues Rare 
d£ d£ dz | 22z _ ‘9?g 


Pa — >; 2 — » P3 — Ca u — , D — , 
da: P Le T3 dCi? h# LA 


l’intégration du système (21) se ramène à la recherche des intégra- 
les M; du système de Pfaff : 


d£ = pidæi + pedto EpsdXs, 

dpa = udxs + (0 + c)dxs + (u +v + c'\dæs, 

dpe = (v + cd + vds + (2v + c')dæs, 

dps = (u + v + c')dæs + (20 + c'')dæs + (u + 3v + c')dæs, 


(22) 


pour lesquelles il n’existe aucune relation entre æ4, 2, æ3. En égalant 
à zéro les covariants bilinéaires, on voit facilement que ce système 
admet une famille de caractéristiques à une dimension déterminées par 


les équations (22) elles-mêmes jointes aux relations 
(23) DUREE UE 6; dti = du = dr: 


F caractéristique issue du point æ4°, æo°, æs°, 20, pa0, pal, p30, w0, v° de 
l’espace à neuf dimensions est représentée par les formules 


1h à D= 00, . Li 0 + é, Le —= Lo LE {, La = Lÿ9 — À, 


(24) Pi=p1 +(c— cc}, p2=p2° + (ce — c"}é, P3=p3° + (c’ Nue cje 


| 144 j 
2 29 + (ps9 + pat — pat) + Ce MA à )e. 


t désignant une variable auxiliaire. 
L'intégration est donc ramenée à la recherche des intégrales à deux 
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dimensions du système (22). Cherchons par exemple les intégrales 
pour lesquelles æ3 est égalé à une constante æs°. Le système (22) 
devient 

dz° = pad! FE padx, 

dp,9 = ua + (09 + c)dxa, 

dpy9 = (o° + Se + v0dx, 

dpa = (u9 + 00 + c'}dæ0 + (au? +- sn . 


l'intégration du système formé par les trois premières équations se 
ramène à l'intégration d’une équation aux dérivées partielles du second . 
ordre à deux variables indépendantes 


2250 220 1 AR } 
TE A RE PP A Es 
C4 mas Pat | 


* . 7 CRE , 229 & a L \ 
En prenant pour inconnue auxiliaire la dérivée Sos 08 est conduit à 
2 


une équation du premier ordre, et on en tire facilement l'intégrale 


générale de l'équation (25), 


por CX19X90 + f(2c49 + at) + © (x); 


» L2 Li] LA U LA 0 
f et ® étant des fonctions arbitraires. On a ensuite 4° = : 
L | : Œi 
pa = 020 
d Lo À 
RO ET 0 "(20 
u = f"(a9 + Æn°) + g"(œ0), 
— xs} 
2220 


_ 6x Re + ds), 


dps = [2f"(249 + x) + v”(xs 0) + cd + [af"(219 +) + c']dæs?, 
. Ps= 2f"(ari + æi!) 4 p'(a10) + c'29 + cas + CG, 


C étant une nouvelle constante. En remplaçant 20, p19, Pat, pa0 par les 
expressions précédentes dans les équations (24), les formules qui don- 
nent les valeurs de x, æe, æ3, £, le long d’une caractéristique devien- 
nent 

Die dits = mi RE Dre ET A PA 
2 = cartes + flat + œat) + plat) + [(o— chat + (6 — ce)? — Ce 


, ; : c!!! 
Lc—c—c rer e2 


Il suffira d'éliminer {, æ,°, x pour Do res générale du 
système (21). 

Cet exemple est emprunté à M. Beudon qui a étudié une QUES éten- 
due d'équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur à une seule 
fonction inconnue, auxquelles on peut étendre la méthode de Cauchy 


LA 
pe 
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[Sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles dont les caracté- 
ristiques dépendent d’un nombre fini de paramètres; (Annales de l'Ecole 
Normale Supérieure, t. XIII, Supplément, 1896)], Les systèmes de M. Beu- 
don peuvent être remplacés par des systèmes de Pfaff, admettant des 
éléments caractéristiques. 


90 Soit 
(26) ECC SPLIT) SE) 0 


une équation aux dérivées partielles du second ordre; pour plus de 
symétrie, au lieu de supposer l’équation résolue par rapport à l’une 
des dérivées du second ordre, nous supposerons qu’on a exprimé ces 
dérivées r, s, { au moyen de x, y, z, p, q et de deux variables auxiliai- 
res w et v. L'intégration de l'équation (26) revient à la recherche des 
intégrales M; du système de Pfaff à sept variables æ, y, £, p,q, ü,v : 


(27) o, = ds — pdx— qdy =0, 
&2— dp—rdx —sdy—=0, ‘w;= dq — sdæ—idy = 0, 


où l’on suppose r, s, é remplacées par leurs expressions au moyen de 
D, Y, 2, P, Q, ü, v. De plus, la multiplicité M, doit être telle qu’il 
n'existe aucune relation entré les variables & et y le long de cette mul- 
tiplicité. Le système (27) n’admet pas d'éléments caractéristiques. En 
effet, supposons, pour HHOBCeE ais ret s soient indépendantes, de 
fan que l’on puisse prendre r = u,s —v; on à alots 


w' = drdx — drdx + dsdy — dsdy : 
pour un élément caractéristique, on devrait donc avoir 
dt =0, Ays0, dræ0;.  .dS'#0, 
et par suite 


æ dp + dg 210, 


Mais on peut quelquefois remplacer le système de Pfaff (26) par un 


_ système de deux équations admettant des éléments caractéristiques. 
Supposons, en effet, que l’équation (26), où l’on regarde x, y, £,p,q 


comme des paramètres, et r,s, { comme les coordonnées d’un point de 
l’espace à trois dimensions, représente une surface réglée dont les géné- 


ratrices sont parallèles à celles du cône r£—s?=0. On peut alors 
prendre pour r, s, { des expressions de la forme suivante 


r=f+gn, s=fi+obb, 4=fi+%, 


fi, [2 3, ©, à étant des fonctions de x, y,z2,p, q,u. Les deux dernières 
équations du système (27) deviennent 


o = dp — (fi + pv)dx = (fa + pho)dy = 0, 
3 = dq —(f2 + ghv)de — (fs + Wo)dy = 0. 
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On en déduit immédiatement une combinaison où ne figure plus la 
variable v, 


co = ÿos — qus = Ÿdp— pdq — (fit —frr)de — (Ab — fs?)dy = 0, 


et l'intégration de l’équation (26) peut aussi être remplacée par l’inté- 
gration du système de deux équations de Pfaff à six variables 


04 = 0, yes Où 


Or ce système est de la forme du système (14) considéré plus haut, et 


. nous avons observé qu’il peut admettre des éléments caractéristiques (1). 
| 


70. Eléments singuliers. — Soit (AL Es, NL) UE 


élément linéaire intégral e,; non caractéristique (pour abréger, 
nous représenterons un élément linéaire intégral par l’une des let- 
tres €e1, &,). Les éléments linéaires intégraux , en involution 
avec e, sont déterminés par le système des 27 équations linéaires 
en CLIM rs x, 
C8) | es MIO o($) = 0 0, 
Û | L + y = 0, ce Dr 0, 
qui se réduisent à 27 — q équations linéairement distinctes PS pou- 
vant être au), si l'élément considéré €, n ‘est pas pris d’une façon 


() Il semble Noel au premier abord que l'intégration d’une équation 
aux dérivées partielles du second ordre puisse se ramener à l'intégration 


d’un système de Pfaff sans éléments caractéristiques, et aussi quelquefois à 


l'intégration d’un autre système de Pfaff admettant des éléments caractéris- 
tiques. Mais il faut remarquer qu’à une intégrale M, du premier système ne 
correspond pas toujour$ une intégrale M', du second. Par exemple l’intégra- 
tion de l'équation rt - $? = o peut se ramener à 
trois équations de Pfaff 


(Z) ds - pdæ — qdy =0, dp—rdx + sdy=0o, : rdq — rsdæ — s’dy —0, 


et aussi à l'intégration du système de deux équations 
Le ; 
('} d£ — pdx — dy —=o, dp—udg=0o, où u =— es 


Le système (>) admet l'intégrale M, représentée par les cinq équations 


Du Va =b, sav ty RO LE TN Eir af lo) =0; 
"SP (D) 0, 

où a, b, c sont des constantes arbitraires, f(x) une fonction arbitraire, æ et £ 

les deux variables indépendantes. A cette intégrale M, correspond une inté- 

grale M’, de (x!). Il est à remarquer que tous les éléments de cette inté- 


grale M, sont des éléments singuliers du système (2/) (voir n°70). Il est évi- 


dent d’ailleurs qu’à cette intégrale M, ne correspond pas une intégrale de 
l'équation du second ordre rf—s? = 0, au sens restreint du mot, 


t 


l'intégration du système de : 
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particulière. Les éléments linéaires intégraux en involution avece, 
forment donc en général, pour un élément de situation générale, 
une multiplicité à 7 — 2r +q dimensions. Mais pour certains 
éléments linéaires intégraux, il peut se faire que le nombre des 
équations (28) linéairement distinctes soit inférieur à 27 — q, sans 
que les 7 équations w'; —0 soient des conséquences des relations 
w;(8) — 0. Nous dirons que ces éléments linéaires intégraux sont 
des éléments singuliers. | | 
Considérons par exemple le système de Pfaff 


w, — d2— pdx — qdy =, 
(29) w,—dp — fdx — sdy —0, 
| w,— dq — sdx — tdy —=0, 


+ 
auquel conduit l'intégration de l’équation aux dérivées partielles 


du second ordre 


(30) | RES UM RE SN TR AE 


_ On a vu, au numéro précédent, que ce système n’admet pas 


d'éléments caractéristiques, mais il admet des éléments singuliers. 


On vérifie immédiatement que la relation 
w' = dpèx— dxip + dqÿy — dyôqg—0 


est vérifiée par deux éléments linéaires intégraux quelconques. On 
a ensuite | | 


&'a — dfèx— dfdx + dsèy — dyès, 


ou, en tenant compte des équations (29) elles-mêmes, qui donnent 
les expressions de d:, dp, dq, àz, ôp, ôg au moyen de dx et dy, 
ou de x et y, 


wa [(Y + 92 + Ps + Qédy + Sds + Tdtjèx 
+ [ds —(Y + g2 + Ps + Qûdxliy 
— (Sdx + dy)ùs —Tdxit ; 


MER CETOL M AA SEE 


Re à —— 


ARE LE) MOIS Mer TROT 27e 
on a de même 


w', = dsèx — dxès + dtôy — dyôt. 


Les deux équations w', —0, w',—0 déterminent les éléments 
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intégraux (0x, ôy, Ôs, 0) qui sont en involution avec l'élément 
intégral (dx, dy, ds, dt). Si cet élément est quelconque, les deux 
équations w',—0, w',=—0 sont distinctes, et l’on peut choisir 
arbitrairement les rapports de deux des différentielles ôx, ôy, 
ôs, Ô{ à l’une d’elles. Pour que l’élément (dx, dy, ds, dt) soit un 
élément singulier, il faut et il suffit que les deux équations w',—=0, 
w',= 0 ne soient pas distinctes, quand on y regarde ÔX, Ôy, dS, À | 
comme les inconnues. On doit donc avoir, pour un élément singu- 


lier, 
(Y + gZ + Ps + Qédy + Sds + Tdi _ ds—(Y + gL+Ps+Q{)dæx 
3 ds FA 4 dt 
(OU SEM NET | 
SRE TEE 


En égalant les deux derniers rapports, on obtient une équation du 


second degré en dx et dy 

(32) | _ dy? + Sdxdy — Tdx? — p 

qui admet en général deux racines distinctes 
dy = rudx, dy = md. 


Si l’on prend par exemple dy = mdzx, on voit facilement que 
les équations (31) se réduisent à deux équations seulement 


33 dy =nmudæx, 
(59) Tdi — mds + mA + qA + Ps + Qhdtæ 0 


En adjoignant ces deux relations aux équations (29), On à un Sys- 
tème de cinq équations de Pfaif à sept variables æ, y, £, p, 4, S, t, 
qui définissent une famille d'éléments singuliers du système (29). 
On obtient une seconde famille d'éléments Er en rempla- 
çant nm; par m,. | 

Le système de Pfaff formé des cinq équations (29) et (33) admet 
une infinité d’intégrales à une dimension, dépendant d’une fonc- 
tion arbitraire, car on peut prendre pour l’une dé£ variables s ou # 
une fonction arbitraire de x, et l’on a un système d'équations dif- 
férentielles ordinaires pour déterminer les cinq autres variables 
en fonction de x. Ces multiplicités sont les caractéristiques de 
Monge de l'équation (30) et du système (29). Les multiplictés 
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caractéristiques dont il a été question jusqu'ici, et qui ne dépen- 


dent que d’un nombre fini de constantes arbitraires, sont les carac- 


téristiques de Cauch y. 
Considérons encore un système de deux équations de Pfaff à six 
variables 


Dé NOT) + A,dæ, +... + Ad; — 0, 


[3 s 
(34) o, = B,dx, + B,dæ, +... + Bd —0; 


ces deux équations étant distinctes, on peut les résoudre par rap- 
port à deux des différentielles qui y figurent, par rapport à dx, 
et dæ,;, par exemple. Cela étant, si, dans les covariants bilinéaires 
w',, 0’, on remplace dx, dx,, ôæs, Ôæ, par leurs expressions au 
moyen de dx, …, dæ,, dan, .…., èæ,, les deux équations w', —=0, 


w',—= 0 prennent la forme 


CU DE An(dædar— dædæi) = 0, 
1: À 

w SPA > Bix( dx d ty — APR #2 
| CR 


(24e 35344), 


(35) 


les coefficients A;x, Bi s'exprimant au moyen des fonctions A;, Bx, 
et de leurs dérivées partielles du premier ordre, 

Tout système de valeurs non toutes nulles (dx,, dx,, dxs, dx;) 
définit un élément linéaire intégral e, du système (34), issu d’un 


point (x,, &, ..., &) de l’espace à six dimensions. Ce point étant 


supposé dent et de situation générale, les éléments linéaires 
intégraux qui en sont issus forment une multiplicité à trois dimen- 
sions. Si l'on considère dx,,dx,, dx;, dx, comme les coordonnées 
homogènes d’un point dans l’espace à trois dimensions, on peut 
dire qu’à tout point m de l’espace à trois dimensions correspond un 
élément linéaire intégral e, du système (34); et réciproquement. 
Soient e,, «, deux éléments linéaires intégraux en involution du sys- 
tème,mn et p les points correspondants de l’espace ; nous dirons 
aussi, pour abréger, que ces deux points sont en involution, Les 
coordonnées (dx:), (ôx:i) de deux points en involution doivent satis- 
faire aux deux relations (35), qui sont en général distinctes. Le 


14 
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point m étant donné, le lieu des points 4 en involution avec rm est 
donc en général une droite D issue de ce point, et, d’après la forme 
bilinéaire des relations (35), on voit que deux points quelconques 
de cette droite D sont aussi en involution. Tout élément intégral ei 
est donc en général en involution avec œ! éléments linéaires inté- 
graux issus du même point. 

Cette conclusion est en défaut pour certains éléments intégraux. 
En effet, les relations (35) expriment que la droite D qui joint deux 
points en involution m et y appartient à une congruence linéaire. 
Supposons, ce qui est le cas général, que les deux directrices A,, A, 
de la congruence ne sont pas dans un même plan. Il est évident 
géométriquement que, si le point m» n’est pas situé sur l’une de ces 
directrices, le lieu des points x en involution avec m'est la droite 


D passant par M et qui rencontre A, et A,. Mais si le point m est 


sur la droite A,, par exemple, ce point est en involution avec tout 
point k du plan passant par m et par A, ; l'élément intégral COT- 
respondant e, est donc en involution avec æ? éléments linéaires 
intégraux «,. Il y a par conséquent deux familles distinctes d’élé- 
ments intégraux singuliers, représentés par les points de deux 
droites A,, À,, qui ne sont pas dans un même plan. La discus- 
sion géométrique prouve de plus qu’il n’y a pas d’élément carac- 
téristique et le système (34) est de sixième classe. 

Il peut aussi y avoir à la fois des é/éments caractéristiques et des 
éléments singuliers non caractéristiques. Supposons en effet que 
la congruence définie par les deux relations (35) soit une con- 
gruence singulière, composée des droites situées dans un plan P, 
et des droites qui passent par un point déterminé O de ce plan, 
pour toutés les positions du point (X,, x2, .…,æ). Le point O est 
en involution avec tout autre point de l’espace; chaque point 
CB rate est donc l’origine d’un élément caractéristique, et le 
système (34) est de cinquième classe. Maïs il y a aussi des éléments 


singuliers non caractéristiques. En effet, tout point m»m du plan P 


est en involution avec un autre point quelconque # du même plan, 
tandis qu’un point » hors du plan P n’est en involution qu'avec 
les points de la droite Om. Tous les points du plan P représentent 
donc des éléments singuliers qui sont en involution avec o? élé- 


ments intégraux, tandis qu’un point quelconque de l’espace (en, 
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dehors du plan P) représente un élément intégral qui n'est en 
involution qu'avec œ!t éléments intégraux. 
Dans le cas général où les deux directrices de la congruence ne 


se coupent pas, chaque point de l’espace à six dimensions est l'ori- 


gine de æ! éléments singuliers de chaque famille, définis par qua- 


‘tre équations linéaires en dx,, ..., dx. Il existe donc une infinité 


de multiplicités intégrales à une dimension, dépendant d’une fonc- 
tion arbitraire, dont tous les éléments linéaires sont des éléments 
singuliers ; ce sont les caractéristiques de Monge du système. 
Pour déterminer par le calcul les éléments singuliers du sys- 
tème (34), considérons une équation quelconque de ce système 
Q— vw, + pw;=—= 0, où À et L sont des fonctions prises arbitraire- 


ment des six variables ; on a 


Q'— (lo, + po) = vw’, + po’, 


ou, en remplaçant w',, w’,, par leurs expressions (35), 


o! = (Aix + uBix)\dtidtx — dxxdti) (RE 394) 
ik Len ; \ 
La forme symbolique ©”, que l’on peut encore écrire sous forme 
abrégée (n° 22) | 
Q— D Qu + uBi)dæidær, 
LUN 
est en général de rang quatre, si \et # sont quelconques. Pour 
qu’elle soit de rang deux, il faut et il suffit que le déterminant de 
Pfaff formé par les coefficients XA;x + uB;x soit nul. Or ce déter- 
minant est le carré d’une forme homogène du second degré 
en X, p, qui s’annüle en général pour deux valeurs différentes du 


À AT | L 
rapport —. On peut donc, en général, trouver deux formes dis- 
? LE . 


tinctes 9, = ko, + mio, 0, —= 2,0, + m0, telles que les deux for- 


mes symboliques 9’,, a’, soient de rang deux, ce qui conduit à des 


relations de la forme (n° 82) 


? , ! | ER 
0, =(ko, + mo,) = ou, 
Q'y = (Ro + po) = 0506) 
G, Prob, ; | a. 19 


(mod. COTE Wa), 


_ (mod. w,, e | 
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4 ee 2 x f | 
%, 63, 63, 04 étant de nouvellés formes de Pfaff, Tous les éléments” 


linéaires intégraux qui vérifient les quatre relations 

W,—= 0, w,—0, W3—=0,  W;—0 
sont donc en involution avec tous les autres éléments linéaires inté- 
graux du système (34) relativement à l'équation ju, + pyw,—0 ; 
ce sont des éléments singuliers. La seconde famille d'éléments sin- 
guliers est définie de même par le système d'équations (”) 


W,—0, We — 0, W, = O, WU 0. 


71. Recherche des éléments singuliers. — Les r équa- 
tions d’un système de Pfaff S étant supposées résolues par rapport 


à dx,, dx, ..., dxr, nous avons 


(36) 0x = S'An(dndr — dxxèt), (mod. w,, &,,..., ur) 
h,k 
CE re NUE (ARRETE LAN 


les coefficients A;nx étant des fonctions des nr variables x; Ordon- 


nons les 7 équations w';— 0 par rapport à Otri1, - . +» OUn ; 16 Coef- 
ficient de ôxz dans l’équation w’;— 0 est | 
É Ps | 
AinkdTh; (re 7; us PSE RE us A) 
hk=r+1 
Soit s le rang du tableau T, à n —r colonnes et à r lignes formé 
par ces coefficients, c’est-à-dire l’ordre des déterminants de l’ordre 


le plus élevé de ce tableau, qui ne sont pas tous nuls identiquement, 


quels que soient dxr+ 1, dar+2, …, dan. Ce nombre s est le carac- 
tère du système $ (?). Les r équations w1=0, ..., wr=0 $e 
réduisent à s équations linéairement distinctes pour détermi- 


ner DXr+1 +.» On lorsque d&r44, .…, dÆn ont des valeurs arbi- 


traires ; il est clair, d’après cela, que ce nombre s est un énvartant 
du système. 
Supposons, pour fixer les idées, que les équations w1=—0, .…, 


(:) Pour une étude plus complète du système de deux équations à Six 
variables, et les rapports de ce système avec le problème de Bäcklund, je ren- 
verrai le lecteur à un mémoire récent que j'ai publié dans les Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, (1918), pages 1-109. 

2) E. vox Weser, Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaffscher Gleichungen 
(Leips. Berichte, pp. 207-229, 1898). | 
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w'$— 0 soient linéâirement distinctes ; un élément linéaire intégral 
(x, ..., Ôth) en involution avec l'élément (dx, ..…, dæn) doit véri- 
fier les r + s conditions 


OO) 0, MOMIE ON NEO 0 RUES 0: 

et celles-là seulement. Si par exemple on a n—2r—"%, les r 
équations w',—0, .…, wr—0 ne renferment que 7 — q inconnues 
DTr4Ay +, OLorg, et elles admettent toujours une solution évi- 
dente Oxy11 = dari4, ..., dder-g — dsr-g; elles comprennent 
donc au plus r— q— 1 équations linéairement distinctes, quels 
que soient dxri4, ...; org, et par Suite s est au plus égal à 
r—q—1. | | 

Pour qu’un élément (d%,11, ..…, dæ,)soit un élément singulier, il 
faut que les r équations w'’;—0o se réduisent à moins de s équa- 
tions distinctes et par suite que tous les déterminants d'ordre s du 
tableau précédent soient nuls. On obtient ainsi un certain nombre 
d'équations, algébriques en dRr11, .…, dtn, qui déterminent les 
éléments singuliers, Il est évident que ces équations forment un 
système covariant du système $, 
. Soit a la forme auxiliaire Q = Lo, + ..+ lrur, OÙ À... Àn 
sont des fonctions arbitraires des variables x;. On a 


Q/ => (uw, —— c.. — kw)! = Lo —- re + EE (mod. Dise..s Op). 


La forme symbolique Lw’, +... + \w, où ne figurent que les 
différentielles dry, ..…, dÆn, Ô%r14, ...;e ÜXn, est de rang 29, 
lorsque les coefficients À; sont pris arbitrairement (n° 82). Cenombre 
pair 2p est, d’après F. Engel, le rang du système S (1); il est clair 
que c’est aussi un invariant du système S. Soit A(A,, X,, ..…, Àr) le 


4 


déterminant symétrique gauche attaché à cette forme symboli- 


_que à”; ce déterminant est de degré a — r par rapport aux };, et, 


d’après la définition même du nombre p, il est de rang 2p, c'est à- 
dire que les mineurs de l’ordre le plus élevé qui ne sont pas iden- 
tiquement nuls, quels que soient À,, X,, ..., sont d'ordre 29. Sup- 
posons en particulier S— 7; nous avons deux cas à distinguer :. 


(1) F. Exces, Leipzig Berichte. t. XLII (1890). 
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1 Supposons 2 —r—2p, Ce qui exige que n—r soit pair. Le 
déterminant A est le carré parfait d’une forme homogène de degré p 
en h; os, A Supposons que les valeurs non. toutes nulles 
Lu, …, Mr annulent ce déterminant. La forme corres- 
pondante | 

% ! l ! 
F4 4 + U20 2 À À HrOr 
L DA 
est de rang 29— 29 —2q inférieur à 2p, et l’on peut la mettre 


sous la forme 

! ! : 6 
MO y + .. + Ur r = 04109 + s. + Dog-102q (mod. OR AR ür); 
Di) Dos es og étant 27 formes de Pfaff distinctes. Tous les élé- 
ments linéaires intégraux qui satisfont aux 27 relations 
(37) mi — 0; Do — 0, …. D2q — 0 


sont alors en involution avec tous les autres éléments linéaires 


‘intégraux de S relativement à l'équation 


non + + brp = O. 
PES R équations 0e 0: ee w,—0o se réduisent donc à s—1 
équations quand on y remplace dari1, .…, dan par des valeurs 
vérifiant les 2q relations (37). Par suite, les r + 2q équations 


w, — 0; Mr = O; y — 0; 3 Dog — O 


définissent une famille d'éléments singuliers. Le nombre total de 


ces équations est au plus égalà r+202=n 2: A chaque 


système de solutions non toutes nulles de l'équation A(X,,...,kr)= 0 


correspond ainsi une famille d'éléments intégraux singuliers du 


système de Pfaff. 

20 Supposons que 20<n — 7’, Ce qui a toujours lieu si n—r 
est impair. Le déterminant AC, -…, X) est identiquement nul et 
la forme Àw', +. + ur est toujours de ranginférieur àn—r; 
quels que soient les coefficients À;, on a Ée 

= pause : ; 

10" + kpto r = Dim? He + Dog -102q» (mod. OPPRTES Op) 
où 2g L29Ln— r, et les n + 2q équations 

D =D + Ur O0, . m0, +» Dog — 0 


définissent une famille d’éléments singuliers. 


7 0e ANS 4 

* Eu & 
: R'y 
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Il y aurait encore lieu de distinguer les éléments singuliers 


d’après le nombre des dimensions de la multiplicité formée par les 


éléments intégraux en involution avec un de ces éléments singu- 
liers. | 


Reprenons, par exemple, un système de deux équations à six varia- 
bles (n° 70). Si les coefficients de ce système sont quelconques, les deux 
équations wi; = 0, w' — o sont distinctes, et le système est de carac- 
tère deux. % | | 

La forme symbolique hw'; + 120, est de rang quatre ; le nombre p 
est égal à deux, et nous avons vu qu’il y a bien en général deux 
familles d'éléments singuliers. Mais il peut se faire que les deux 
équations | à 
ua = 0, .: do —=0 (mod. ,, w») 
se réduisent à une seule. Le système est alors de caractère un. Si l’on 
reprend l'interprétation géométrique du n° 70, on voit que la ligne 
droite joignant les deux points m, y, qui représentent déux éléments 
linéaires intégraux en involution appartient à un complexe linéaire. 
Si ce complexe linéaire n’est pas un complexe singulier, il n’y a ni 
éléments caractéristiques, nt éléments singuliers pour le système. 


Nous verrons un peu plus loin (n° 73) que ce système admet alors 


une combinaison intégrable, ce qu’il est d’ailleurs facile de démontrer 
directement (1). Si le complexe précédent se compose des droites qui 


. rencontrent une droite fixe A, tous les points de cette droite représentent 


des éléments caractéristiques ; il y a donc æ ? éléments caractéristiques 


« 


_ issus de chaque point de l’espace à six dimensions, et le système est. 


de quatrième classe. 


(‘) Annales de Toulouse (1918), p. 7. 


CHAPITRE VII 
SYSTÈMES DÉRIVÉS, PROBLÈME DE MONGE 


72. Systèmes dérivés. — Soit S un système de Pfaff der 
équations w;—0. Si l’on adjoint aux r formes de Pfaff dj; op 


...,0r, des formes auxiliaires 5,, m,, ..., m,, OÙ p— nr, fore 


mant avec les premières un système de n formes linéaires distinc- 
tes,ona | a 


W'j = D Annohmk —= Qi) : (Mod. w,,0,,...,07) 
. k.R 


e & 
=], 2, CAES de 


Les 7 formes symboliques @,,10,, ..., Qr, qui s'expriment. au 
moyen des ps formes w; seulement, ne sont pas toujours linéaire- 
ment distinctes. Si, par exemple, on a une identité de la forme 


(1) 0, + b50: + sue ti TA O; 
on aura aussi | 


(los + Los + + Lo = De (mod. w,,..…, or), 


de sorte que deux éléments linéaires intégraux quelconques du 


système S sont toujours en involution relativement à l'équation 


LS relations distinctes et r’ seulement de la forme (1) 
entre Q,, @, -.., Or, On peut trouver r' équations distinctes du 
système S\, telles que deux éléments linéaires intégraux quelcon- 
ques de S'sorent en involution relativement à ces r' équations. Le 
système S' formé par ces r! équations est appelé le système dérivé 
de S ; il est formé, comme on voit, par l’ensemble des équations 
de S telles que deux éléments linéaires intégraux quelconques 
de S soient en involution relativement à chacune d'elles. Si l’on a 


2" 
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écrit les équations de $S de façon que les r' équations du système 
dérivé soient w',=0, .:., w'" —0, on aura : 


Wy=Vo =... —=Ur—=O (mod. w,, w,,..., &r). 


Il est clair que ce système S' est le même pour tous les systè- 
mes équivalents à S, et que c’est un covariant de $S relativement à 
tout changement de variables, Si les 7 formes Qi sont linéaire- 
ment distinctes, 1l n’y a pas de système dérivé ; nous dirons que ce 
système S'est nul. 

Lorsque le système S est complètement intégrable, le système S”" 
se confond avec S. Réciproquement, si S' se confond avec S, tout 
élémént intégral est un élément caractéristique, et le système est 
complètement intégrable. | 

Soit S un système, non complètement intégrable, de r équations 
à r + 3 variables; les covariants bilinéaires s'expriment unique- 
ment au moyen du binôme dx,1402%19 — dæ,190æx,14, et par 
suite le système dérivé se compose de r —1 éqüations. Il en est 
évidemment de même de tout système de r équations et de classe 
r + 2, puisqu'on peut le ramener à un système où ne figurent que 
r + 2 variables. La même propriété appartient à tout système 
de r équations, à un nombre quelconque de variables, admettant 
r—1 combinaisons intégrables distinctes, sans être complète- 
ment intégrable. Il est clair, en effet, qué si l’on prend pour 
Wj, Up, «es Wp—i Ces r — 1 combinaisons intégrables, on a w', = 0, 

…, dr = 0 (mod. w,, w,, ..…., or), et le seul covariant bilinéaire 
qui ne soit pas nul est w.. Ces deux cas sont les seuls où le sys- 
tème dérivé contient une équation de moins que le système primi- 
tif (Voir n° 78). 

Pour un système S de r équations à r + 3 variables, on verra 
de même que le système dérivé se compose en général de r — 3 


équations. 


En opérant de li même façon sur le nouveau système S', on 
obtient le système dérivé de S', qu’on représente par S”", et qu’on 
appelle le second dérivé de S ; S” a lui-même un système dérivé S"”, 
qui est le troisième dérivé de S, et ainsi de suite. En continuant 
ainsi, on finira par arriver à un système S() dont le système dérivé 
S(?-H) est nul, ou bien à un système S) qui est à lui-même son 
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propre dérivé, et à partir de SW) tous les systèmes suivants S(PT1), 
S(+2), ..., sont identiques à SP). Il est facile de trouver les sys- 
tèmes S pour lesquels le fait se produira Si le système SE) est à 
lui-même son propre dérivé, ce système est complètement intégra- 
ble; s’il se compose de g équations, le système S admet donc g 
combinaisons intégrables distinctes. Inversement, si le système S 
admet g combinaisons intégrables distinctes, et g seulement, on 
peut supposer que Fe q premières équations de ce Done sont de 


1 


la forme 


(2) w=dfi—0, ER üg = dfg = 0: 
ilest clair que ces qg équations font partie de tous les systèmes 
dérivés successifs, et on finira par arriver à un système dérivé 
équivalent au système (2). Ceci donne un moyen, au moins théo-. 
‘rique, de déduire du système S le système complètement intégra- 
ble d’ordre maximum contenu dansS. 

Il est clair que tous les systèmes dérivés ete ts sont aussi 
des covariants de S, relativement à à tout conRerEss de variables. 


Donne — AA ï système de trois équations de Pfaf à à sept 
variables PURES Léa 


A gdy =0, : 


| (S) w3 = dp — rdx — sdy —0, = dq—sdz — füy= 0, 


auquel conduit l'intégration de l'équation aux dérivées partielles du 


second ordre 
(3) EE R | t= f(x, y,2,P5q 373$). | 


On a pour ce système | 
FR 
H1—=0 (mod. 1, W9;, &3), 


et le système dérivé se réduit à la seule équation w', — 0. En effet a A 
‘contient le terme drdæ, et w' le terme dsir, qui ne peuvent dispa- 
raître dans aucune combinaison }w's + uw';, en tenant compte du sys 
tème.S lui-même. On ne peut donc avoir 


1w!a + pos = 0 : (mod. w4, 9,3) 


sans avoir à la fois = u —0. 

Le système de Pfaff S a donc un dre dérivé, composé d’une seule 
équation de classe cinq. 

Inversement tout système de trois équations de Pfaif à à sept VCD 


al 
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Ua Î 


et de classe sept, possédant cette propriété, peut être associé à une 
PA _ équation aux dérivées partielles du second ordre à deux variables 
indépendantes. Soient en effet 


f 


&1 —= O0, @9 — O, O3 — O ; 


un système de trois équations de Pfaf à sept ‘variables, tel que l’on 
- ait | 


r 


L ONE É - (mod, (OZ 9; &3), 


+ PB  léquationw, — o étant de classe cinq. Supposons que l’on ait choisi. 
| les variables de façon que cette équation ait la forme canonique 


“© — ds — pdx — qdy = 0; 


de deux autres équations ws — 0, Wg = 0. do en outre de deux 
autres variables a et v. Pour que l'on ait 


@'y =.0 je (mod. &4, 9, 3), Re 


on voit aisément que le système des deux dernières équations w> — 0, 

> w3 — 0 doit pouvoir être résolu par rapport à l’un des couples de diffé- 

rentielles (dp,dq), {dp, dy), (dq, dx), (dx, dy). Comme on peut, à l’aide 

d’une transformation de Legendre ou d'Ampère, permuter les varia- 
bles x et P; yetgq, on peut supposer les deux dernières équations du 

système mises sous la forme | ; 
ï | LA ns dn 22 (ade RU pan ne) | à PME 


te (a\dæ + bidy —+ c\du + gidv = 


 MVAEh 


+ Pour que wi — 0 soit une équation dérivée du système, il faut et il | L 
| suffit que A EL D ARS AR ER LLC 


“ 


\ HE | di==D;;: RER TÉAOK: Ci — 0; F1 — 9; 
ete système est de la forme . Na 2? 


SR A ME 
cd FOR | os dp—adx—bdy=0, st} 3 
= bd — bidy=0, Û Pas CAE 


a, b, bi étant des Paris de DAS Ps get dés deux dernières varia- | 

- bles w et v. Ces trois fonctions sont donc liées par une relation Le. 
(LS HORS F(æ, Ys 2; PQ) a 0, bi) — 0; et le système de Pfaff précédent est associé NW 
| à l'équation aux dérivées partielles | ; LV STRIUESS 


pers” 


es | F(x, y, £,P; q; r, 0 0. 


| | En À 


2,48 
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Reprenons l'équation (3) ét le système correspondant $S. Soit z(®, 4) 


une intégrale de cetté équation ; nous poserons pour abréger 


Dig 

PRE ag: 
L'équation (3) et celles qu’on en déduit par des différentiations 
répétées permettent d'exprimer toutes les dérivées pix au moyen des 
dérivées pio, pu. En particulier les quatre dérivées partielles du troi- 


+ sième ordre s'expriment au moyen de æ, y, £, p, Q, 8, l, Po Par. 


Si l’on adjoint au système S le système des deux équations qui don- 
nent dr, ds 
(5) Ç dr = pad? + pudy, 

À ds = pad + pisdy, 

on 4 un, système dé cinq équations de Pfaff à 9 variables, que l’on 
appelle le premier système prolongé de S. Si l’on ÿ joint ensuite les deux 
équations qui donnent dp30,.dpn, On a un nouveau système prolongé 
dé sept équations à onze variables et ainsi de suite. Le système 
SHYa pour premier dérivé le système S lui-même, et pour second 
dérivé l'équation w1 = 0. De même, le second système prolongé a pour 
premier système dérivé le Fe irue S + Ÿ, et ainsi de suite. | 


73. Systèmes de caractère un. — Soit S un système de 
Pfaff de r équations dont le système dérivé S' se compose de 
r—1 équations. On peut supposer que ce système S' se compose 
des r— 1 équations De == Ce OU 10) de sorte que l’on a | 


PSE, ee ES NUE (mod. «4, @+, ..., wr). 


Le système S est évidemment dé caractère un, car la seule condi- 
tion que doivent vérifier deux éléments linéaires RPRr pour 
être en involution est w’ #10. 
Inversement, le système dérivé d'un Sutème de Pfaff de carac- 
_tère un contient une équation de moins que le système lui-même. 
Supposons que les équations du système S puissent être réso- 


lues par He à dx. Es (où à — n — nie on pSbl écrire 


AITTEE 
alors 


= di Aink(dThÔTr — dtrôTR) (mod. &,,:..,&»),.,, 
h, A. 


FR TN p); MNT Re NN): 


Lai Se de ed dé dés di Gé 


| 


mets 


_les coefficients m; ne dépendant que des variables, Cette dernière 1 
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ce qui revient à prendre diner, dæ, pour les formes auxiliaires 
Ps D ++ D) (n° 72). Les r Hit w';—0, où l’on considère 
GE LEE di: comme les inconnues, doivent se réduire à une seule, 
quels que soient dx,, ..…, dæ,. Il faut pour cela que tous les déter- 


minants du second degré du tableau | FL. 


Y'xdon dAuxdrr 7 dAprdrn | 2 
CE enfer A Le 2e ne 


! 3 k . y 1 24 
soient nuls. Supposons par exemple que tous les coefficients Aix : 2 
ne soient pas nuls. Tous les mineurs du second degré formés avec DU: 
les éléments des deux premières lignes doivent être nuls,étona PE. 

d'aokdæn Y'Asrdær Y'Acondær 3 
— ve 
D'Auxdæn d'Arrdrr dApndær en 
Il faut pour cela que la valeur commune de ces rapports se $ 
réduise à une fonction /, des seules variables æ;, à moins que l’on ea 
0e 
n'ait | | | | 4 4 
à * ; : | Lis 
” Airda&R = mi +3 And, | 5 
AE 
k | R ; LT 
(2 — 23 d, , p), Cp 
> AirdTr = Mi Dé AukdTh, 20 
t L & 
Ne 


hypothèse est à rejeter. En effet, toutes les formes de la première | 1e 
ligne du tableau devraient être identiques à un facteur près. Or la ni 


première forme ne renferme pas dx,, la seconde ne renferme pas Re 
, ke % 
dx, .…, la dernière ne renferme pas az, Toutes ces formes Æ 
seraient donc nulles, contrairement à l'hypothèse. Il s'ensuit que "#1 
: . n TS x « MA 
toutes les formes de la seconde ligne du tableau ne diffèrent des | # 


- 
La 


a, … 
J. Ve ct 


lé. 


FRITES 
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et par suite 


ait 


formes correspondantes de la première ligne < que par le facteur le 
et l’on a | 
FLE TER 
o', = l,0, (mod. w,, w,, …. Ur). 


On démontrerait de même que Pona. 


wi bio”, (mod, op Woo) …. Op), (fa) 3. ee r) * 


(oi —lw,)= 0 MONS O0 TR 


Le système S admet donc un système dérivé formé des r—1 


équations | | 
oj — ljw, —0, ATEN ar) 

On a aéà fait observer plus haut (n° 72) que tout den de 
Pfaff de r équations qui admet r — 1 combinaisons intégrables 
distinctes, et tout système de Pfaff de r équations et de classe 

re, sont de caractère un. M. von Weber () a démontré que 
ce sont les seuls systèmes de caractère un. 
Supposons encore le système mis sous une forme pe. que l’on 


W'y=0, HU ne 0 (mod. O3 Was ee) Or). 


On a par exemple 
de — Tao Æ ToOo + se + TrOrs 

, étant une forme de Pfaff qui ne peut s'exprimer linéairement au 

moyen de wi, W?, ..., &r, Si elle n'est pas. nulle identiquement. En. 


| prenant les. formes dérivées des deux membres, il vient 


mo! 2 or + Faute — ur +. . —0, 


et en A ss A 5 ..., or par leurs: expressions au moyen 
de w3, w2, ..., wr, on voit que lon a | 


PAUETE | | | 
F0 = 0; (mod. w,, w,,..., or). 


‘ De cette relation on déduit que le produit SH IAUerE RON Ru 


est nul, ce qui exige que l’on ait ? 


NPA de qui CA 1 Que Brûr, 
(1) E. von Weser, Zur. invariantentheorie der Systeme Pfaff scher Gleichun- 
gen (Leipsig Berichte, pp. 207-229, rÉgE Ÿ 
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2 puisque les formes 7,, w,, ..., w. sont linéairement distinctes 
| (n° 24). 
Tous les éléments linéaires intégraux qui satisfont en outre aux 
à deux relations # F,—= 0, 4, —0 sont donc en involution avec tous les 


r + 2. 
| . Pour que la conclusion soit en défaut, il faut que la forme x, 
| ___ soit nulle. Le système S peut alors être de classe quelconque, mais 
* le raisonnement prouve que si S est de classe supérieure à r + 2, 


1 autres éléments linéaires intégraux, et le système S est de classe 
| 
| 


| on a r,—0, c'est-à-dire w', = 0 (mod. Bars wr). On démontre- . 
Le rait de même que l’on a, dans ce cas, - 
É. Re 

W', = 0, . .., due D (mod. Uo; ..., Op). i 


Le Le système dérivé formé des r — 1 équations 


W, — 0, W3 —0O, ... Wp —= O 


est donc complètement intégrable. 


Remarque. — Si le système dérivé S' d’un système S de r équa- 
tions comprend 7’ équations distinctes, le caractère de S est au plus 
| égal à r — r', car les r —r' équations qui expriment que deux élé- 
mentslinéaires intégraux sont en involution ne sont pas nécessaire- 
ment distinctes. Il revient évidemment au même de dire que, pour 
un système de r équations et de caractère $, le nombre des équations 
du système dérivé est au plus égal à r —s. Mais il peut lui être 
$ inférieur. Prenons par exemple un système $S de r équations et 
_ de classe r +3; pour la question qui nous occupe, nous pouvons 
supposer que les équations ne renferment que r + 3 variables, et 

qu'on les a résolues par rapport à dx,, .…, dx;+3. On a alors 


w/; v'AMdr EE de Be) +B(dx èr,;,—dr x.) +O(dx,)x,—dx,dæ;), 
: k | (= 1,2, .., r), 


Der et le système dérivé se compose en général de r—3 équations. 
_ Cependant le caractère du système est égal à deux, car les r équa- 
tions w;— 0 admettent toujours la solution évidente 5x, — dx,, 
dt, = dx, dx, — dx. Ce cas est le seul où le système dérivé d’un 
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système de r équations et de caractère deux contient moins de 
r — 2 équations (1). | HE 

D'une façon générale, si le système S contient r sun et le 
système dérivé r' équations, le caractère du système est inférieur 
à r — r! lorsque la classe est égale ou inférieure à 27 —r". 


74. Transformations de contact prolongées. — Soient | 
(Bi: Lefle,gie rh el Pre QE 


des formules définissant une Don To de contact, pour les- 
HE on a identiquement ( 


+ 


(5) .. dZ—Pax — OdY — pue — pdx = — 2 


\ 


p étant une fonction de x, y,£, p, g. Les conditions du n° 51. 


[X, Y]=— 0, [X, Q]— 0, D',P] RN [P,Q1 ae 
(BX=e  (OYI=e | 


peuvent s'écrire encore. 


(ad)oi + (C)oi == 0; 
(ad)o2 + (OC) — 0, $ 
(6) (ad),s + (bchi3— 0, 
| (ab): + (bc); — 0, e 
at (ad)oz + (bc) —=(adhe + (bc = p; 


ou sous la forme équivalente (Leçons, p. 369) 
| 
(ac)os + (ac = 0, 
| (0d)o3 + (dh3= 0, 
(7) | (cd)os + (Cdh2 0 
| | (abs + (ab), — 0, | 
(ad)53 + (ad)12 = (0C)os + (bc) = RE on 


() Voir le Mémoire cité FA M. E. Carraw, Sur l'intégration de certains sys- 
tèmes de Pfaff de caractère deux (Bulletin de la Société Mathématique de 
France, t. XXIX, 1901, pp. 233-302). Il étudie en particulier certains systèmes 
qu’il appelle singuliers, formés par des systèmes de r équations qui com- 
prennent r —1 équations formant un système partiel de caractère un, et’ des 
systèmes qui admettent r» — 2 combinaisons intégrables distinetes, 


2 La Lie à 
ras Da au 
A ty af & 
13 L DERNE * 
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en posant 


__dX CO EE 2 0 
AT sr PARUS LR roue? 
PARLE LT LE Re 
17 do’ LES dut AT ap AE R 04 ? 
TRMELAL PR 2Q SP LEA 
2 dx ? 2 dy ? on , 2 2q ? 
Re Vi D ARS AAMEIRS 
ER de) FE du? Papa Tage 
A ACTE SOA ANT A BR are pes 
dx ox "Po dy 7 dy Te : 


(adj = aid; — ajdi, (bchij = bic; — bjci, 
LOTS 2, 3). 


Lorsque l'élément (x, y, £, p, q) décrit une multiplicité M: 
ayant pour support ponctuel une surface a, l'élément (X, Y, Z, 


P, Q) décrit aussi une multiplicité OR, et nous supposerons que 


cette multiplicité a pour support ponctuel une autre surface X. 


Soient 2 — f(x, y) l'équation de la surface 9, et Z—F(X, Y) 


l'équation de la surface Z. Les lettres 7, 5,4, R, S, T ayant la 
signification habituelle, proposons-nous de calculer R, S, T au 
moyen de æ, y, £,p, q, r, $,t. On les déduit des deux relations 


AP = RAX + SdY, —” 40 = S4X + TdY, 
qui deviennent, en développant les différentielles dX, HAE db, dQ, 


remplaçant ds, dp, dg par pdx + qdy, rdx + sdy, sdx + tdy 


respectivement, et employant la notation convenue pour les déri- 
vées partielles des fonctions X, Y, P,Q, 


a,dx + b,dy + d,(rdx + sdy) + c;(sdx + tdx) 


_=R{ade + bdy +di(rdx + sdy) + c(sdæ +tdy)] 
 +S[adx+ b,dy + d(rdx + sdy) + c(sdx +tdy)], 


_a,dx + b,dy + di(rdx +sdy)+ cA(sdx + tdy) 


—S[a,dx + b,dy + d{rdx + sdy)+ c(sdx + tdy)] 
| + T{a,dx + bdy + di(rdx +sdy)+ c(sdx + tdy)]. 
En égalant les coefficients de dx et de dy dans la première 


# 


À é 
+ Te : 4: * ppt JM de A2 
le Lever SANS à hy \\E x dirais. 25! Êr 4 1 3 CRe 
NE De 0 2e LES D | SE ESS D NE 54 < CERCLE 
FA 4, je re LE er 20 0 "#0 4 OT Tr “ Aie Rd 
Led “ Gi = Le 4 Dent hs CN x  , a ER OPEN EE 


Es Te RE SE 
le RU SN 


+ a . : 
ÉÉPE RD Ene et Sie à 
ï FT Ps tE% LA 
Là Es LE mnt 
L ou 


u 
RO 


+ 
se 


guet 


Crise CR 


PTE 
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équation, on a un système de deux équations HÉS TOR en R et pe. 
d’où l’on tire 
| (8)R— (ab}s1 + (db}sir + (ac)s1t + [(adi1 + (cb]s + tde)au(ré 5?) 
(ao + (db )oir + (ac)oit + (ad )o1 + (cb)o1]s + (dcoi(ré FT 
(9) QE (ab)03 + (db)osr + (ac)ost + [(ad)os + (cb)os]s + (de)ou(rt — s?) 
(ab )o1 + (db)oir + (ac)oit + [(ad)o + (ch)o1]S + (de)oi(ré — 2)" 


De la deuxième équation on tire de même 


(gb) & — (ab)a + (abar + {ac)ait + [(ad)a + (ch)}a1 |s + ane LS"). 
(ab)o1 + (d6)o1r + (aC)oit + L(ad)os + (cb)oils + (dc)oi(ré — s?} 
(gter) T — (ab)o2 + (db)gar + (ac)oat LL ['ad) 02 + (CO )o2]s + (deoatrt = EE 
ù (@b)o1 + (db)o1r + (acoit + [(ad)o1 + (Cb)o1]s + (de)ou(ré — s?) 
Les valeurs de .S fournies par les relations (9) et (g brs) sont . 
identiques en tenant compte des conditions (6) et.(7). | | 
Les formules (4), (8), (9), (9f”) définissent une transforma- 
tion de contact prolongée, la transformation de contact propre- 
ment dite étant définie par les formules (4). En passant aux déri- 
vées du troisième ordre, puis du quatrième ordre, etc., on aurait 
une suite indéfinie de transformations prolongées de je première, 
pourvu que la suite des dérivées des fonctions X, Y, P, Q, Z soit 
illimitée. HURE 
Bornons-nous à la première transformation de contact prolon- 
gée, définie par les formules (4), (8), (9), (fe). D’après la façon 
même dont les expressions de R, S, Tont été déduites des fonc- 
tions X, Y, Z, P, ©, cette transformation remplace le système de 
Pfaff formé des trois équations 


| LL Ne 
(10) , w— dp — rdx — sdy =0, 
w; —= dq —sdx — {dy —o, 
par un système de Pfaff de même forme 
RATE PAR Le DU Cp: 
(NE Q2— dP — RAX — SaY — 0, 
Q3 — dQ — SdX -- TAY — 0. 
En, d’autres termes, le système de Pfaff (11) est un invariant, 
relativement à toute transformation de contact prolongée, 


ES dard PRO PO EN Ne IN NT On 
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_ Inversement, {oute transformation 
(2) X=F(x,y,2,p,q,r,81), ..., T= FA(e, ÿr2PrQ; 7385) 4 
pour laquelle le système de Pfaf à) est invariant, est une ( 
transformation de contact prolongée. | | 
: En effet, si la transformation (12) remplace le système de «#8 
Pfaff (10) par le système (11), on peut dire que les équations (10) | À: 
et (11) représentent le même système de Pfaff écrit avec des varia- hi 
bles différentes. Le système dérivé de (11) doit être remplacé par. # 
le système dérivé de (10) quand on effectue sur ce système (11) le Re 
changement de variables défini par les formules (12). Or le sys- | | 
tème dérivé du système (11) se réduit à la seule équation @ —=0; ter Fa 
on a en effet 


0', — AXSR — dROX + dYIS—dSFY, 2 

— dX0S — dSIX + dYIT—dTIY, | | 
et on ne peut avoir évidemment ; ‘4 
[ à RE 0 “KL 
LQ!, HALO, = (mod. oO: Q,, Q.), : 
que si l’on a XL —X, —0o. Pour les mêmes raisons, le système .. 
dérivé du système (10) se compose de la première équation de ce F0 : 
système. L'équation w,—0 doit donc être un invariant relative- | FE 
ment à la transformation considérée, et l’on doit avoir identique- | 11 
menñt | AR ke à 
(13) dZ — PdX — QdY —=p(dz — pdx — qdy), | Ru. ke 


quand on remplace X, Y, Z, P,Q par leurs expressions tirées bg | mn. 
des formules (12). Ceci ne peut avoir lieu que si X, Y, Z, P,Q RES 
sont indépendants de r, s, {. Il suffit en effet de se reporter à | Le 
la méthode même qui permet d’obtenir toutes les transformations À 


de contact. L’équation (13) prouve qu'il existe au moins une FA 
relation entre x, y, £, X, Y, Z, indépendante des autres variables | Ne 
1 LR RSS A MC TR DUO à DEDI  Pérfe j RL Ste par nee qu'il n’en | 200 
existe qu’une, | 5 % 


F(x,y,£, X,Y,Z)—0. : Lu 


La relation (13) ne doit pas être distincte de dF — 0, ce qui per- “te ne 
met d’avoir les expressions de MAVAZEE Q. en fonction de æ,y, +5 
G. Prob. 20 | | Fr 


(15), X= Fi(x, Un E Ps 3 PS5 ls Psos Par Par 4) 
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z, p, get les cinq premières des formules (12) définissent une 
transformation de contact. | 

La transformation (12) est frodnant identique à la transforma- 
tion prolongée, puisque les relations, 


dP—=RaX + SdY,  dQ —$Sax + TdY 
doivent être des conséquences des relations 
ds = pdx + qdy, ‘ dp=rdx + sdy, lg sdy + tdy, 


ce qui détermine R, S, T en fonction de x, 4, £, p, VÉRRLTR L 
Le raisonnement peut être généralisé. Supposons que lesystème 
de 6 équations de Pfaff à 12 variables 


dz — pdx — gdy —0; ap ring = | | 
| PR re 

dr — psodz — pady=0,  ds—padx—pisdy —0, 
RL Pr Pix — Post Fr 


(1) 


soit invariant par un changement de variables 


ir Tele 


- Le premier système dérivé du système (x4) est formé des trois pre- 
mières équations de ce système, comme on le voit facilement. Le 
second système dérivé est formé de la seule équation ds — pdx 
— qdy — 0. Cette équation devant être invariante par la transfor- 
mation (15), il s'ensuit que les cinq premières formules (15) défi- 
nissent une transformation de contact, et, en raisonnant comme 
tout à l’heure, on en conclut que les huit premières formules (15), 
définissent la première transformation prolongée de cette transfor- 
mation de contact, puis que les formules (15), prises dans leurensem- 
ble, définissent la transformation de contact prolongée jusqu'aux 
dérivées du troisième ordre. Le raisonnement est évidemment 
général | 

Ce résultat peut s’énoncer géométriquement comme il suit : 
Les seules transformations de l’espace qui changent deux sur- 
faces ayant un contact d'ordre supérieur au premier en deux 
surfaces ayant un contact du même ordre sont les transforma- 


CU AR PET « ] 
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lions de contact prolongées (*). Supposons par exemple qu’une 
transformation fasse correspondre à deux surfaces ayant un contact 
du second ordre, deux autres surfaces ayant aussi un contact du 
second ordre. Cette transformation est définie par des formules 
donnant X, Y, Z, P, Q, R, S,T en fonction de x, y, 5, p,gq,r. 
s, L, telles que les relations 
dZ — PdX —QdY —0, dP —RaxX — av 
| dQ—SdX —TdY=0o 
soient des conséquences des relations 
ds — pdx — qdy—=0,  dp— rdx—sdy—0, 
dq — sdx — tdy —0. | 


Cette transformation est donc une transformation de contact 
prolongée. 


15. Systèmes de Pfaff à quatre variables. — Tout système | 


de trois équations de Pfaff à quatre variables est un système 

d'équations différentielles ordinaires. Prenons un système de deux 

équations à quatre variables 

(S) D, A Re Dr 
w,=—=B,dz; + Bd, + B;dx; + B,dx, — 


Si ce système n'est pas complètement ee le système 


dérivé S' se compose d’une seule équation 0,—=v, + Lu, —0, 
qui peut être de classe trois ou de classe un (n° 72). 

1° Prenons d’abord le cas général où l'équation 0, —0 est de 
classe trois. On peut alors choisir un système de variables(y,, y, 
Y3» Y1) de façon à ramener l’équation G,= 0 à la forme canonique 
dy; — ysdy, — 0. Le systèmé S est remplacé par un système 


formé de l'équation précédente et d’une autre équation où Fon: 


peut supposer que dy, ne figure pas : 


Qi = dy —ysdyi= 0, 9, = H,dy, + H;dy; ie 
L'équation : 
9, = dyÿyi — Sysdyi = 0 
(!} Le théorème est: vrai aussi lorsque chacune des deux surfaces est assu- 


jettie à être une surface intégrale d’une équation aux dérivées partielles dont 
l'ordre est égal à celui de contact, | 


LR: tar Mn né Ed a rs tes HE ÈR Se de | a 
= L d æ 
% 
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doit être une conséquence des deux relations 
H,dya + H,dy, + Hidyi=—0, H,9y, + H30y3 + H9y4— 0; 
ce qui ne peut avoir lieu si H, et H, sont nuls. Supposons H, # 0; 
nous pouvons même le supposer égal à — 1, ce qui donne 
| dy=Hidy + H,dys,  0Y3— Hidy: + H,97;; 
et la relation Q',— o devient ; | 
H,(dy8y — dysdyi)— 9; 
d’où l’on déduit que H, est nul. Quant au coefficient H,, il dépend 


nécessairement de la variable y, ; autrement les deux équations 


dy = Ysdy | dy3= H,dy, 


forméeraient un système complètement intégrable. On peut donc 


prendre ce coefficient H, pour la variable y, et, par conséquent, 


‘ 


dans le cas général considéré, le système S peut être ramené à la 
ù - . ' 5 \ \ 

forme canonique (*) 
(HUE dy» —ysdy=0,  dys— Yadyi 0; 
Yi Yas Ya Ja étant quatre fonctions indépendantes des varia- 
bles x,, Lo, Las Lg ; Mr 

2° Supposons que l'équation Q, —0 qui forme le système dérivé 
3 , £ j ‘ 15 . ! dr PA LUE, 
soit de classe un; on peut alors l'écrire dy; —=0, y: étant une 
fonction des variables x,, &,, 3, x. En prenant pour nouvelles 


variables y,, L:, 3, & par exemple, le système S est remplacé 


par un nouveau système 
 du= o,  H,dæ, + H,dx; + Hd, — 0: 
La dernière équation de ce système, où l'on regarde y, comme un. 
paramètre, n'étant pas complètement intégrable, peut être mise 
sous la forme REPAS | | 
| dy; ydye + Kdy,= 0 
par un changement de variables portant sur les variables x, ÉNTL 
(t) Encec, Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaff'scher Gleichungen (Leipsig 
Berichte, t. XLI, p. 197-176). Voir aussi E. Carran, Sur.quelques quadratures 


dont l'élément différentiel contient des fonctions arbitraires (Bulletin de la Société 
Mathématique de France, t. XXIX, 1907, p. 118-130). . 


| ou ) Ù 
£ nt |: dr Pr ee Ce Per NO 
Pr te AUS LR QU NT FUN Te "+ y 


fi 2 « 
LEA 2 AE Ne Fr” { 


CHAPITRE VII. — SYSTÈMES DÉRIVÉS. PROBLÈME DE MONGE. 309 
(n° 9). Le système S peut donc être ramené à la forme cano- 
nique | 
(EP dy 0, dys—yidy:—0. 


Enfin, si le système S est CRAN niCaEnne il admet la 
forme canonique 


(II) : An Re ot POSE. 
En définitive, tout système de Pfaff de deux équations à 


quatre variables peut être ramené à l’une des formes cano- 
niques (1), (I), (LD. | 


La forme canonique (1) convient au cas général où le système S. 


n’admet aucune combinaison intégrable, la forme (II) au cas où il, 


existe une combinaison intégrable, et la forme (III) au cas où le 
système est complètement intégrable. La démonstration précé- 
dente fait connaître en même temps quelles sont les opérations 
nécessaires pour effectuer la réduction. Ainsi, dans le premier cas, 
on a à effectuer l'opération 3, pour ramener une équation de Het 
de classe 3 à une forme canonique. 

Le système S étant ramené à une forme canonique, il est facile | 
d'obtenir toutes les multiplicités intégrales. Laissant de côté le cas 
de la forme (III), où la solution èst évidente, nous voyons d’abord 
que les systèmes ([) et (IT) n ont que des intégrales à une dimen- 
sion, dont il est aisé d’avoir les équations générales. Dans le cas 
de la forme (I, lines générale est représentée par les 
formules 


Î 


(16) Hi=%  Y=ft)  y=f CG) y,=f"(C); 
: f{(a) étant une fonction arbitraire, et il existe en outre des inté- 
grales singulières dépendant de trois constantes arbitraires, 


(17) Yi = Gr Ja = Ca ÿe= Ce 

L'intégrale générale du système (II) est de même représentée 
par les formules | 
GS) pn=Gw pe y=fC) y=/f() 


et il y a en outre des intégrales singulières, dépendant de trois 


4 DT ja NT tie TA TR (RL « À me Ms D 4 ar al | ÿ NUE 
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constantes arbitraires, représentées par les mêmes formules (17) 
que l’on vient d'écrire. On voit que, dans tous les cas, les multipli- 
cités nes à une dimension d’un système de deux équations de 
Pfaff à quatre variables, non complètement intégrable, peuvent 
être représentées explicitement par des formules où figurent une 
fonction arbitraire et ses dérivées jusqu’au second ordre au plus, 
ou des constantes arbitraires en nombre fini, ou à la fois une 
fonction et une constante arbitraires. 


Ha D AR Pr Ant de Monge (Leçons, n° 42) est. 
un cas particulier du problème précédent. Soit à trouver tous 
les systèmes de trois fonctions æ,. y, z d’une variable vérifiant la 
relation F(x, y, 2; dx, dy, ds) —0, dont le premier membre est 

homogène en dx, dy, ds. Supposons cette équation résolue par 


dz 
rapport à —— 


hs | 
dz dy 
Land) 


: se d 7e | 
si le second membre est linéaire en du on _est ramené à trouver 
\ L 


toutes les intégrales d’une équation de Pfaff à trois variables 


dz = Adzx + Bdy. Dans le cas général, en posant a = u, on est 


ramené à trouver toutes les intégrales d’un système de deux équa- 
tions de Pfaff à quatre variables x, y, £,u, 


w,— dy —udx —0, rie y,#ü dre 


Nous avons ici 


A 


w',— duÿx— dudx,  w',— 2f dudx — dudx 8 
et, par suite, l'équation dérivée du système est 


Q—d5— fdx — 22 (ay uda)=ds — XL dy — ie es 
et le problème revient à ramener cette équation de Pfaff à une 
forme canonique, réduction qui exige, on l’a vu (n° 12), les mêmes 
opérations que l'intégration d’une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre. La solution générale est fournie par les courbes 


RAR A a DS DHL LR 
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intégrales d’une équation aux dérivées partielles ; la solution sin- 
gulière, qui dépend de trois constantes arbitraires, correspond aux 
caractéristiques. 

20 Considérons l’équation à deux fonctions inconnues y et £ 


de dy dy), 
mA (as, joss Ta B (x, ÿ ik 


en posant _ —u, l'équation devient 


PA (x, U,£; DE - +BG@, y,£,U), 


et l’on est encore conduit à un système de deux équations de 
Pfaff à quatre variables, 


dy—udxz=0o, ds— A(x, y,z,u)du—B(x, y,s,u)dæ=—0o. 


De même, étant données deux fonctions f(x,y), o(x,y), pour 
obtenir des fonctions æ, y d'une variable, telles que les deux 


intégrales fre UE, f@ 1), ou les deux intégrales 


[rte y)dæx, fe (x, y) dy, puissent s'exprimer explicitement, 


il faut trouver sous forme explicite toutes les solutions de l’un des 
systèmes de Pfaff à quatre variables, æ, y, u, v, 


(S;) du—f(æ,y)dxæ—0o, dv—vo(x, y)dæ —0, 
(S3) du—f(x,;y)dxæ—0, dv—v(x, y)dy = 0. 
Remarque. — Les raisonnements de ce paragraphe peuvent être 


généralisés. Soit 61 =0, w2—0 un système de deux équations de 
Pfaff à un nombre quelconque de variables, telles que le système dérivé 
se compose de la seule équation w1 = 0. Si cette équation est complète- 
ment intégrable, la seconde équation du système «2 —0 peut être de 
classe quelconque plus grande que un. Si l'équation «4 — 0 n’est pas 
complètement intégrable, on ie la supposer mise sous forme cano- 
nique 
O4 = dya— ys dy —U = 0, : 

Q, étant une forme de Pfaff de classe paire (si elle n’est pas nulle), où 
ne figurent pas les variables 74, ys, ya, ni leurs différentielles. Par 
hypothèse, on a 


où = dy0ys — dysdyi — = (mod. 4, cs), 


NE PEUR DT TP RE dat MATE ER ta “aa do D en: es he Ten ns V2 DE + > 6." : OPA T IUT VTT + ‘+ ar A Vs téc| G : PT APPENE 
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ce qui exige que dys figure dans wo. On peut donc écrire cette 


équation 


O9 — dy Ne is Qo, 


Q2 étant une autre forme de Pfaff, où ne figurent pas les différen- : 
tielles dy1, dy», dys. On doit donc avoir 


d'ya (Aidyi + Qa(d)) — dyr (A1dy1 + Qa(d)) + D 
= dy (d) — dyiQa(d) + 4 —o, 


quelles que soient les différentielles dys, dy ; il faut donc que l’on ait 


et par suite que la forme 9, soit nulle, puisqu'elle est de classe paire. 
Le coefficient A; ne dépend pas seulement de y, ya, ys, car le système 
serait alors de classe deux, et coïnciderait avec son dérivé. On peut 
donc Es A1 pour une nouvelle variable y,, et le système est 
ramené à la forme (I). 


76. Systèmes de Pfaff à cinq variables. — Nous étudie- 
rons encore les systèmes de deux et de trois équations de Pfaff à 
cinq variables. Etant donné un système S: de deux équations de 
Pfaff à cinq variables x, &,, …, æ,, on a vu déjà (n° 67) Je, l’on 
a des relations 


er (dxa923 — RSA) se A2(dxs30% — - LL) + As es — dx20%1), 
2—= = B: (dxsdxs — dd») + B: (dæsdx en dti0@3) + B: (dxidæ - ee Ps a)s 


(mod. (OYE &9) 


pourvu que les deux équations w,— 0, w, —0 puissent être réso- 
lues par rapport à dx,, dx. Les relations w',—%w',—0 expriment que 
la droite qui joint les deux points m et y, de coordonnées (dx, 
dæ,, dæx;) et (dx, 9x, dx) doit passer par les deux points P, et P; 
de coordonnées (A,, A2, À.) et(B,, B,, B.), pour que les éléments 
linéaires intégraux (dx,, dæ,, dx.) et (9x,, 0x;, dx) soient en 
involution. Si les deux points P, et P, sont distincts, ce qui est le 
cas général, il n’y a pas d'élément caractéristique, et tout point m 
qui n’est pas situé sur la droite P,P, représente un élément 
linéaire intégral qui n’est en involution avec aucun autre élément 
linéaire intégral. Mais il y a une infinité d'éléments singuliers 
représentés par tous les points de la droite P,P, ; deux points quel- 
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conques de cette droite représentent toujours deux éléments en 
involution. | 

Soit w,—0 l'équation de la droite P,P, ; deux éléments linéaires FA 
intégraux représentés par deux points quelconques de cette droite + ‘5 
étant toujours en involution, on a nécessairement : | 


WE 0304) ol = w,0:; (mod. w;, w,), è 

et les cinq formes de Pfaff w,, w,, w,, w,, w, sont linéairement dise ec 
_tinctes. Dans le cas contraire, en -effet, tout élément linéaire … | 17 
vérifiant les cinq relations | ris 
| w, Se ee on te 0 | ve 15 
serait un élément caractéristique, et le système ne serait pas de “ie 
classe cinq. | | Et Le: 
Il peut encore se présenter deux cas. Si les trois équa- ; 4 
tions w, — 0, w, — 0, w, —0 ne forment pas un système com- A ai 
plètement intégrable, le système S, formé par les deux équa- | 5 
tions &, — 0, w,— 0 est le système dérivé du système S, formé 48 
par les trois équations w, —0, 6, —0,0,—=0. | “a 
Il n’en est plus de même lorsque les trois équations w, — 0, Eu 
dy = 0, w, — 0 forment un système complètement intégrable. Le Le 


système S, peut alors être ramené à une forme canonique spl, 


APS ve AE ROUE 


# 


comme nous le verrons un peu plus loin. 
Si les deux points P,, P, sont confondus, le système S, admet 


des caractéristiques à une dimension; il est donc de classe quatre A 
et peut être ramené à une des formes canoniques (1), (IT). La forme 1 
canonique (II) convient au cas où le système S, admet une com- LU 
” £ : - $ : { j ! va KA 
binaison intégrable et une seule. Enfin, si l’on a identiquement ue. 
QE ee. 

PRER M: 

Wy= 0, Wa = 0, (mod. Oy» wo), ke 

Ê A | à * F , X Je 

le système $, est de classe deux, et peut être ramené à la forme rue 
canonique (III). 4 
Lorsque le système S, est de classe cinq, on ne peut pas, en US 
général, le ramener à une forme canonique, mais on peut, d’une | DA 
infinité de manières, le ramener à une forme réduite où ne figure 
, . . e F » .. , SU À «= x + RS 

qu’une fonction arbitraire. En effet, parmi les équations È | tn a? 
x "EX ne 

er) ; AT \ + IE 

At | 4 

10 

.: FRUNE 

ee: 

442 

Fa ne 

"04 


OR vb, 4 ' L RER CC Ent 'Eh, L nn ei +” 
de a de PE D Abe VD dr eu cé of file. 
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il y en a toujours uneinfinité de classe trois, car la condition pour 
qu’une équation de Pfaff à cinq variables 


Q — a,dxs + adx, + ... + adt; =0 


soit de classe trois est que le déterminant 


(Di OS 4 MTS 0 4 


soit nul (n° 7). En prenant pour Q la forme lo; + pw,, on est con- 
? duit à une condition où figurent les deux fonctions X, y, et leurs 
dérivées partielles du premier ordre. Si par exemple, À figure 
dans cette condition, on pourra prendre y arbitrairement, et l’on 
a pour déterminer À une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre. 
On peut donc toujours supposer que l’équation w, = o est de 
ni. classe trois, et ramenée à une forme canonique. Le système pro- 
posé peut donc être écrit comme il suit, par un choix convenable 
des variables, LR | 

er dy — Ysdyi —0, 
= Ydyi + Yidys + Yidys + Yidys 6; 

les deux coefficients Y,, Y, ne peuvent être nuls à la fois, car le 


système serait de quatrième classe. Soit K un facteur tel que 
De d'ongles He 


oU oÙ 
KOV,dy + Ysdy:]= y dy + Us dy; 


| oÙ aU oU 
TE Gr ue re bus Li es AU : 
F5 | en prenant U pour la variable indépendante y,, la seconde équa- 
tion du système peut s’écrire 

) do dy; Udy, — Usdy; = 0, 

l’un au moins des coefficients U,, U, dépendant de la variable y,. | 
Comme on peut permuter y; et y,, on peut supposer que U, dépend 
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de y; et prendre U, pour cette variable. Le système S est donc 
ramené à la forme réduite | 


 E 


ème 


ar 
AN 
L« 


AE 


(NV) = dy; — y;dy 0, 0 = dy, — fdy,—y;dy; —0, 


où figure une seule fonction indéterminée NE Uss Yss Yar Us) LS 


| 


Pa 
y à Ven 
SALUT - à 


cinq variables. 
Inversement, quelle que soit la fonction f, le système (IV) est de 
classe cinq. On a en effet 


dy = ya dy, s | 
ta df of r 
vw, — = [(2 ne +2 L y.) dys + 7 dys | Re 
AL PU Rue “ La 
É Le 1e ds) dy dys | 0Us ns [ds me dy; dy | QUE 
- *e (mod, 6 cu), | PUIS NS 


Tout élément caractéristique devrait donc satisfaire aux relations 
dy, =0, dy; —=0, dy;—0, et par suite aux relations dy: —dy,—0. 
On peut vérifier sur ces équations qu’il y a œ ! éléments intégraux Re 

singuliers; en effet, pour que ces deux équations se réduisent à RS - 
une seule, il faut et il suffit que l’on ait la nouvelle relation 


; à He Rés 
Se — dy; 2 dy, = 0. 5 


” Les éléments singuliers du système S, sont donc définis par le 
système $S, des trois équations w, — 0, 6, — 0, w, —0, ou par le 
système équivalent 


2, — dy; — ysdyi — 0, | | : ; 
%— dy à (us 2 cr) dy, =; dy dy. 


aan nn din = Gin dun 
(mod. a, Ge, Q,), #7 À e | 10 
de sorte que le système S, est NI CE érable lorsque f æ mL 


est une fonction linéaire de y, et dans ce cas seulement. Le sys- “À 
> Æ j aa 
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tème S, peut alors être ramené à une forme canonique. Soient, en 
effet, 4 


ES 00 Je = Co Ja GC 


l'intégrale générale du systèmeS, ; les formules précédentes repré- 


1 


sentent une famille de multiplicités intégrales à deux dimensions 
du système ,S,, telle qu'il en passe une par chaque point de 


Tespace. Si l’on a choisi un système de variables indépendantes 


telles que y, —f,, y: —=f» sf il est clair que les différen- 
tielles dy,, dy,, dy, devront seules figurer dans les équations du 
système, qui peut Per conséquent être ramené à la forme cano- 
nique 


(Jr EE rage pra 7e 

Les intégrales à deux dimensions M, représentées par les équa- 
tions / AU ; 
| Yi = CG Ye = Ca; Ys = Gs 
doivent être considérées comme des intégrales singulières du sys- 
tème, puisque tous les éléments intégraux dy, — 0 dy:—0, 
dy,;—0 sont des éléments singuliers. 
_ En résumé, un système de deux équations de Pfaff de classe 
cinq peut être ramené à la forme réduite (IV) lorsque les trois 


équations qui défi inissent les éléments singuliers ne forment pas 


un système complètement intégrable, et à la forme canonique (NV); 
lorsque ces trois équations forment un système complètement 
intégrable. : 

Dans le cas général, la réduction à la forme réduite (IV) est pos- 
sible d’une infinité de façons, et la Ruuss f n’est jamais une 
fonction linéaire de TEA 


Remarque. I. — Lorsque le système S; n’est pas complètement inté- 
grable, il n’admet aucune combinaison intégrable. En effet, pour 


que dF — o soit une combinaison des équations de és la fonction F° 


doit satisfaire aux relations 


*) 1e 2 PR NN CRE DAS (r- PAR SR 
9Y4 s 


Sy Ve Ut 75 oys 


_et par suite à la relation 


of 2. 22 SRE 
Dyse Dys. L 273 dy, — 
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. of | SFR NOT 


n’est pas nul, on a donc ERP + Ys Et = 0, et: par 
! 
doF re 
suite, —— Æ — 0, puisque F ne Hépae pas de Ya. La seconde con- 
dY3 OA | 
dition devient alors | 
F 2F 
— + — y; = 0 
CPRAE T0 
vo, | . 
dF 2,528 VS LEO Ni 
et donne LS même —— — —— = 0, la fonction F se réduit donc à une 
dy dy» R EN 
constante. ; 
Remarque 11. — Lost f n’est pas une fonction linéaire de y Ys 
on à = | 
Qi = O,,. (9 LES san = (0) on a, “ie 0). 


Or, le système Q —0, & — y5Qs = 0 est adieu au système S2, de | 


sorte que le système S2 est le système dérivé de LL PP ROME h 


A 


ET III. — Le système (IV) admet une. rit d'intégrales M, 
dépendant de deux fonctions arbitraires d’une variable, dont on peut 
avoir les équations générales sous forme explicite, Si l’on Fee en 


effet, y —«, y2 = v (a), y, = Ÿ(«), on Vue à la première y; = +’ («), et 


Ja deuxième déviént | - 


Va) = 79" CE Fe (a) }; (a), Y5). 


En la résolvant par rapport à ys, on aura une fonction déenniate 


de «, w(x), w'(x), g'(x), Ÿ(x), Y'(x). Le système admet, en outre, une 
famille A Po M; dépendant de quatre constantes arbitraires : 


= Gi ù p= C» Ya = C3, Ya = Co, | 


et une famille dépendant de deux constantes et d’une fonction arbie. 


traire : 


pres ya = Ca, p=a Ya = Pa), ; Ys = p'(c). 
Considérons maintenant un rte S, de trois équations de 
© Pfaff à cinq variables, non complètement intégrable. Ce système 
est de classe 5, et le système dérivé S', se compose, comme on l’a 
remarqué (n° 72), de deux équations distinctes. Mais le nouveau 
système S', peut être de classe 5, 4 ou 2. Nous nous occuperons 
d’abord des deux derniers cas. Si S', est de classe 2, il est com- 


plètement intégrable, et peut être, par un changement de variables, 
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1 
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ramené à la forme w, —dy,—=0, w,— dy,=—0.L'équationw,—0, 


qu'il faut joindre aux précédentes pour avoir S,, est de classe 3 


quand on y fait y, — CG, y, —C', et par suite le système S, peut 


être mis sous forme canonique 
(VI) dyi=0, dy; =0,. dy —ysdÿs —0: 


Lorsque $’, est de classe 4, il peut être, par un changement de 
variables, mis sous l’une des formes canoniques (1) ou (IT). Sup- 
posons d’ abord que S’, ait la forme canonique | 


di dy, = 0 2 = dYs — Yade — 0; 


et soit w; —0-la Ho équation du système S,, renfermant 
NE qua et dy;. Pour que S’; soit le dérivé de S;, on doit avoir 


v',= dy y, — dy dy, = | (mod. w,) ; 
l'équation w,—0 doit donc renfermer _. et on peut l'écrire 
dy; = Ady, + Bdy;. 
La condition précédente APR done 
B(dyôy, — dy By; 


et l’on en conclut que B—o. Le coefficient A ne peut être indé- 


pendant de y;, car le système S, ne renfermerait alors que quatre : 
variables. On peut donc prendre ce coefficient A pour la variable y. 
elle-même, et le système S, est mis sous la forme canonique 


(VII) | dy, =, dy = yidÿ dy = Y;dy. 


On voit de la même façon que, si le système dérivé S’, peut être 
mis sous la forme canonique (D), le Sun Ss peut être mis sous 
la forme canonique 


(VID dy =ysdys dys=yidys  dys=ysdys. 

On voit en même temps quelles sont les opérations nécessaires 
pour ramener 5, à l’une de ces formes canoniques. Par exemple, 
dans Le cas de la forme (VIII), on a à mettre sous forme canonique 
une. équation de Pfaff de classe 3. 

Passons, enfin, au cas où S!, est de classe 5; le système S, est 


dit alors un système normal. Ainsi qu’on l’a démontré un peu plus 


Li DÉANIER À a Ÿ' D Cr, NN RTE ET 107 9 É }: LE ra D'elcer À L ee utat Cr , à NS 

nn EE a TR 2 ET iR Ner PR a EE PUS LT) A/R VR 

(AUOT Le 2 y LS PTE PER E" ACIER 
\ À sa] 
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haut, on peut choisir un système de variables y,, 2, Ys; Ya, y; de 
façon que le système S', ait la forme réduite (IV), ou la forme 
canonique (V). Supposons d’abord que S', ait la forme réduite (IV), 
et soit w,—0o l'équation qu’il faut adjoindre à $', pour avoir le 
système S,. On peut supposer que cette équation ne renferme que 
les différentielles dy,, dy;, dys. Pour que l’on ait | 


w'—= dy,0y3 — dy;0y, =0 (mod. w.), 

il faut évidemment que w, renferme dy,, et l'on peut prendre 

w,—= dy; —Ady,—Bdys » 
Il vient alors 

oi B(dyôys — dyôy), 
et on doit avoir B—0o. En écrivant que l’on a aussi o', = 0 
(mod. w,, w,, w.), on trouve qu'il faut prendre A=— ,et le 
système S, est de la forme (voir Remarque IT, page 317) 
OX) oc =dy pd, o=dy— fly ysdys=0, 

| | = dya + SE dpi, | 


4 2? *Q ! e. e « 
où 2 n'est pas nul. On peut écrire ce système sous une forme 


plus simple en apparence; BL renfermant Y5s On peut prendre : 


| 2Ys 
— _. pour la variable y: elle-même, et en remplaçant dy, par son 
expression dans w,—0, on peut prendre, pour forme réduite du 
système S;, la forme suivante, 
(IX) Q—dy;—ydy;=0, A —dy;—yidy, —0, 
= dys —Fs -.,y5)dyi=0, 


où l’on a permuté les variables y, et y. 
Le système dérivé de ce système se compose de deux équations 
Q, — dy; —y;dy, 0, 
FF, p) 


F | 
RUE ET ee dy + (is —F)dys =.0: 


(QAR pri 


: k : et ; Viet : 
Si F était une fonction linéaire de y,, ce système dérivé serait 
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de classe quatre, et par suite le système S, pourrait être ramené à 
une des formes canoniques précédentes. On doit donc supposer 
que la fonction F n’est pas une fonction linéaire de y, pour que 
le système (IX') soit un système normal. 

Lorsque le système dérivé S', est de classe cinq, il ne peut: être 
ramené à la forme canonique CV) En effet, le système 


ds gd =, dy; yo 


ne peut être le système dérivé d'un autre système de trois équa- 
. tions, et de même classe. L'équation w,— 0 qu’il faudrait adjoindre 
aux précédentes pour avoir ce nouveau système serait de la 
forme ‘ : 


dy, =Yidy, + Ysdys, 


et l’on voit immédiatement que l’on devrait avoir Y, —0, ŸY,—0, 
de sorte que le système cherché serait de classe trois. 
En résumé, tout système normal S, de trois équations de Pfaff 
à cinq variables peut être ramené à la forme réduite (IX'), où 
F n'est pas une fonction linéaire de y. Le système dérivé deS, 
peut être ramené à la forme réduite (IV), et inversement tout sys- 
tème de deux équations de Pfaff (IV;,où f n’est pas une fonction | 
linéaire de y, est le système dérivé d’un système normal de trois 
équations à cinq variables. 
On voit de plus que tout système normal S, à cinq variables 
peut être ramené, d’une infinité de manières, à la forme (IX'), ou à 
la forme équivalente (IX). Il suffit pour cela de ramener d’abord le 
système dérivé, formé de deux équations de classe cinq, à la forme 
réduite (IV), ce qui est possible, on la vu, d’une infinité de 
manières. | LE | 
Ilest évident que l'on peut obtenir sous forme explicite toutes 
les intégrales M, d’un système canonique de lune des formes (VI), 
(VID), (VIH), mais cela n'est pas possible pour un système normal, 
comme on le démontrera plus loin (n° 78). Si l’on pose, dans les 
équations (IX, gray LOR on en tire ys—=% (a), Ji =S Re): 
et y; est déterminé par l'intégration du une équation différentielle 
du premier ordre, 


dys=F e ea) PC) ?"(x), ys) de. 
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Les systèmes $S, et S, de classe cinq ont été étudiés dans un 
important Mémoire déjà cité de M. Cartan (Annales Sc. de 
l'Ecole Normale Supérieure, 3e série, t. XXVIL, 1910, p. 10g- 
192). En supposant F — y? dans les formules (IX”), on a un sys- 
tème de Pfaff 


dyr = Ysdyur  dys = Yady  dys ya dy, 
qui admet un groupe de transformations à 14 paramètres. 


Etant donné un système S: de deux équations de Pfaff de classe 
quatre à n variables (n>>4), la détermination des caractéristiques 
exigerait, d’après la méthode générale, les opérations 4, 3,2,1 L'étude 


qui vient d’être faite permet de réduire beaucoup le nombre de ces 


opérations. On peut d’abord, sans aucune intégration, déterminer 
l’équation de ce système qui constitue le système dérivé. Si cette équa- 
. tion est de classe érots, il suffira, pour déterminer les caractéristiques, 
de mettre cette équation sous une forme canonique, ce qui exige les 
opérations 3 et 1. Si l’équation qui forme le système dérivé est de 
classe un, on a d’abord à intégrer une équation aux différentielles 
totales complètement intégrable, puis à mettre sous forme canonique 
une équation de classe trois ; on a donc en tout à effectuer les opéra- 
HOnSEr ar : 

Soit de même S2 un système de classe cinq à n variables (n > 5). Si 
les équations qui déterminent les éléments singuliers forment un sys- 
tème complètement intégrable, il suffira d'intégrer ce système (ce qui 
exige les opérations 3, 2, 1}, pour ramener le système à la forme cano- 
nique (V), et par suite pour avoir les caractéristiques. Si le système S2 
n’est pas réductible à la forme (V), une opération 5 donne une intégrale 
particulière 7, du système caractéristique. En faisant y; —C, dy; = 0 
dans les équations du système de Pfaff donné, on est conduit à un sys- 
tème de 4e classe, auquel on n appliquera la méthode qui vient d’être 
indiquée. | 

Pour intégrer les équations HOME caractéristiques d’un sys- 
tème S;3 de trois équations de Pfaff de classe cinq à n variables (n>>5), 
on traitera le même problème pour le système dérivé S'2. Si S' est de 
classe quatre, on a vu que S3 pouvait être ramené à une forme cano- 
nique, dès que S'2 est lui-même ramené à une forme canonique. Si S' 
est de classe cinq, les HNOGEURES sont les mêmes pour les deux 
systèmes. 


77. Système de r équations à r + 2 variables. — Consi- 


dérons enfin un système non complètement intégrable de r équa- 
G. Prob. ur 
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tions à r + 2 variables ; ce système est effectivement de classe r+ 2. 
Les équations de ce système étant supposées résolues par rapport 
aux r différentielles ou .… ,dxr, si on remplace dans les cova- 
riants bilinéaires w',, w',, ..., ü'r, les différentielles, dE, vi, dr, 
DLi5 ve.) Ôxr par leurs to e tirées des équations elles- 
mêmes, on a 


oh =K;(drrôr ee dXr20XLr41), (mod. &w,,..:, Wr), 


tous les coefficients K; n’étant pas nuls, car le système serait 
complètement intégrable. Supposons, par exemple, K,<o; on 
tire des relations précédentes 


K: ! . s 
Wj———w,) =0 (mod. w,, &,, ..., ur), 
. K, 
et le système dérivé S’ se compose des r— 1 équations 
Ki. SE | 
1 


Nous supposerons dans la suite‘que l’on a écrit le système S 
sous une forme telle que le système dérivé S' se compose des 
r—1 premières équations de S, et que ces r— 1 équations sont 


résolues par rapport à dx, dx,, ..., dxr_1, 
(S”) wo; = dxi —(Aidtr + B;d&r41 + Cidxr4a) = 0, 
= 1, 2, ... PL); 


et que la dernière équation w, — 0 du système S est elle-même 
résolue par rapport à dx, 


ùr = dE — (Hdxr41 + Kdtr42) — 0. 


Si dans w/,, ..., w_1 on remplace dx, ..., dr1, DA, +, d Cr A 
par léurs expressions tirées des hote de S’, il restera seule- 
ment, dans ces covariants bilinéaires, les trois binomes 


dLrd Lr41 == dar 18%, dLr0 Lr+9 — dXr4920Lr, 


dLr+1 0) Cris dXr+20 Lr+1; 
ou les trois expressions bilinéaires (Voir p. 18) 


Lo», dx], (or, darso],  [dxr41, dtrpsl, 


# 
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et puisque w/; doit être nul en tenant compte de la dernière équa- 
tion w, — o du système $, ilreste des identités de la forme 


(19) uw; = Lilo, dxy44] + Milo, dærso], (mod.w,,...,wr_1) 


TRES PC RNCS) ES D A 
ce qu'on peut aussi écrire 
(19) w'i—=[or, Lidtry4 + Midxærto], (mod. wi, w,,..., y 4). 


Si le rapport des coefficients L;, M; n’est pas le même quel que 
soit z, les r — 1 équations w' —0o se réduisent à deux équations 
distinctes, et par suite le système S” dérivé de S' se compose de 
r — 3 équations seulement. C’est évidemment le cas général, qui 
se présente lorsque les coefficients du système S sont quelconques ; 
nous dirons avec M. Cartan que le système $ est alors un système 
normal. | 

Lorsque le rapport des coefficients L;, M; est indépendant de 7, 
sans que tous ces coefficients soient nuls, les équations w;—0 se 
réduisent à une seule, et le système S" dérivé de S' se compose 
de r — 2 équations distinctes. Dans ce cas, le système dérivé S' est 
de classe r + 1. En effet, puisque toutes les formes 


L;dxr1 “e Midxr49 
ne diffèrent que par un facteur, on a 
Lidær+1 + Midtr+2 = pi (adtr14 + Pdxr4). 


Il s'ensuit que tous les éléments linéaires intégraux du sys- 
tème S' qui satisfont aux deux relations 


Gr 0, . adXrt1 + Pd&ri2 = 0 


sont en involution avec tous les autres éléments linéaires inté- 
graux du même système S’. Les équations qui définissent les 
éléments caractéristiques de S' sont au nombre de r +1,et par 
suite S' est bien de classe r + 1. 

On peut donc supposer que l’on a choisi les variables x; de 
façon que les variables x,, ..., &r441 figurent seules dans les équa- 
tions du système S', et par suite que tous les coefficients C; sont 
nuls. Dans les covariants w', quand on aura remplacé les différen- 


nn, 


edge 


Noa 
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(20) 


tielles dx,, ..., dXr_1, dd, ..., ÔXr_4 par leurs expressions tirées 
des équations de S' elles-mêmes, il ne figurera que le binome 


: dxrdXrs1 — dXr419@&r qui devient, en tenant compte de l'équa- 


tion wr — 0, me | 
K(9Xr41d%r+a re dCr+2dLr+1). 


Pour que les équations hr 0P ss dr o forment le système 
dérivé de 5, il faut donc que le be K soit nul, et la der- 
nière équation de S est de la forme 


On == —— Pi HR de —= O0. 


Le coefficient H: dépend nécessairement de la ne FN Me Pa Là 
autrement le système S serait de classe inférieure à 7 + 2, et par 
suite complètement intégrable. On peut donc prendre ce coeffi- 
cient H pour la dernière variable z-+9, ce qui permet d’énoncer la 
proposition suivante : Lorsque le second dérivé S"deS se com- 
pose de r—2 équations, on peut chotsir les variables Re 
xr+2 de façon que les équations du Lie aient la forme 
suivante | 


wo; — dti — (Aïdtr + B; re — 0 LES NC RE 1), 
Wp — dXr —- Lr+2dLr+1 = O0: 


les coefficients. Ai, B; étant indépendants de x, +. 
Les r—1 premières équations forment le système dérivé S'. On 


remarquera qu’il y a une correspondance univoque entre les inté- 


grales de ces deux systèmes (1). À toute intégrale de S correspond 


évidemment une intégrale de S'; inversement connaissant une inté- 
grale M, de $, | 
= fi(o), +. Xrpi = fr4i(a), 
on obtiendra une intégrale M, de S en joignant aux équations 
précédentes l'équation | | 
à 2 
Émeaer Fra fra ù te 
Nous dirons, avec M. Cartan, que le système de Pfaif S est un 


prolongement du système S”. 


(:) Nous laisserons de côté dans la suite les intégrales à deux dimensions 


de S (s’il en existe), et nous ne nous pet” que des intégrales M.. 


= 
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Lorsque tous les coefficients L;, M; des formules (19) sont nuls, 
le système S’ est complètement intégrable, et on peut choisir les 
. variables indépendantes x; de façon que les équations de S’ soient 


D eo: sf nl Arai 0, 


Si on ne laisse dans la dernière équation wr — 0 que les différen- 
tielles dxr, dxr+1, dtr+2, on a, en considérant æ,,æ,, ..., &r-1 
comme des paramètres dans les coefficients, une forme de Pfaff à 
trois variables que l’on peut ramener à la forme canonique 


Op —= AL» a Lr+9d%r+1 Sata 


Nous avons examiné tous les cas qui peuvent se présenter relati- 
vement au système dérivé S'. Considérons maintenant un sys- 
tème S qui ne soit pas normal, et la suite des systèmes 
dérivés S', S”, ... Il'arrivera généralement qu’au bout d’un certain 
nombre d'opérations le nombre des équations diminuera de plus 
d’une unité quand on passera de l’un de ces systèmes au suivant. 


Supposons que cela ait lieu pour la première fois pour le sys- 


tème St—}#), de telle sorte que S' se compose de 7 — 1 équations, 
S” de r — 2 équations, ST -/#) de h équations, mais que S(—#+1) se 
compose de — 2 équations au plus, ce qui exige que l’on 
ait A1. Alors, d'après ce qui vient d’être démontré tout à 


l’heure, S' sera de classe r +1, et par suite S” sera de classe r, 


et ainsi de suite; la classe ira en s’abaissant d’une unité quand on 
passe d’un système au suivant jusqu’au système St—*—1) qui sera 
de classe À + 3 et se composera de À +1 équations. Le premier 
dérivé de S®—#-1), c'est-à-dire St" se composera de À équations, 
mais le second dérivé St—A+44) ne comprendra que h— 2 équations. 
Le système S(—4-1) est donc un système normal de h + 1 équations 
et de classe k + 3, dont le système S—4-2 est un prolongement. 
D’après ce que nous avons vu tout à l'heure, on peut prendre un 
système de variables tel que les équations de SF—hA-1) ne con- 
tiennent que les À + 3 variables x,, neo LS et leurs différen- 
tielles, la dernière équation du système St—h—?) étant 


dXh+2 = Xh+41dXn+3. 


Le système St-#-3) s'obtient en joignant aux équations de 
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Sr-h-?) une équation de plus où figure une variable de plus æ 45, 
et ori peut supposer que cette équation est de la forme 
AdXn+3 > Bdxn+4 in Cdxn+5 — 0. | 

Un raisonnement tout pareil aux précédents prouve que l’on doit 
AE C —o, et l’on peut prendre le rapport = pour la varia- 
ble 345, ce qui permet d'écrire la nouvelle équation | 

dXn+3 = Lh+5dXn+4. 


En continuant ainsi, on voit que l’on peut choisir les variables 
indépendantes x, ...,Xr+9, de telle sorte que les équations du 
système $ prennent la forme | 


+ 


W,— 0, ...,-Wh14—=0, 


dXh49 = LhyadCn+s, 
(21). dents = 2n+sd@n+as 


dLr — Trier, 


les À + 1 équations w, — 0, ..., wy441—0 étant celles d’un système 
normal Sr—-A-1) où figurent seulement les À +3 variables x,, 
Los -.. Cn+3. On voit encore que les intégrales à une dimension 
du système S et du système SÛ—A-1) se correspondent une à une 
d'une façon univoque ; de toute intégrale du système SP—A-1) on 
peut déduire par des différentiations une intégrale du système S. 
Nous dirons encore que le système S est un prolongement de 
Gtr—h—1), GES 

Il peut se faire aussi qu’un système $S ne soit 71 un système 
normal, ni le prolongement d’un système normal. Pour qu’il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que, st l’on forme la suite des sys- 
tèmes S', S", S",..., dérivés de S, le nombre des équations 
diminue au plus d'une unilé quand on passe d'un système au 
suivant. Nous dirons pour abréger que tout système S, qui possède 
cette propriété, est un système spécial. 

Deux cas peuvent encore se présenter. Il peut se faire que, quand 
on passe d’un système au suivant, le nombre des équations 
diminue toujours d’une unité jusqu’au système SV). Alors S' se 
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compose de » — 1 équations et sa classe est-7 + 1; S" se compose 
de r — 2 équations et sa classe est r, ...; S—1) se compose d’une 
seule équation de classe 3, et le rième dérivé SÛ) est nul ainsi que 
tous les suivants. Il peut aussi arriver que, pour les premiers sys= 
tèmes dérivés, tout se passe comme dans le premier cas, mais qu'à 
partir du système S("—?) tous les systèmes dérivés successifs soient 
identiques à Sir). Le premier cas peut d’ailleurs être considéré 
comme un cas particulier du second, que l’on obtiendrait en sup- Le 
posant p — 0. 

Nous allons démontrer que tous les systèmes spéciaux de réqua- 
tions à r + 2 variables, pour lesquels le nombre p a la même L 
valeur, peuvent être ramenés à une même forme canonique. 4 


La propriété a été déjà établie plus haut lorsque p—r — 1; le + 
système S' est alors complètement intégrable, et nous avons vu à 
que, par un choix convenable des variables indépendantes, on peut x 
écrire le système S | ? 
(22) di, —=0,;::.;dyÿrna = 0,: dyriti= yrçodyr. 3 

Supposons donc o < p «Tr — 1. Le système S{"—-?) se compose à à À 
alors de p équations distinctes formant un système complètement 7 
intégrabie si p => 0, et ce système est nul si p—0. Les raisonne- eZ 
ments qui vont suivre s'appliquant à ce dernier cas, nous suppose- É 
TONS 0 D<T— 1. | 4 

Le système S’ est de classe 7 + r, S" est de classe r.. À KE» 
St—p-1) est de classe P + 3, et enfin le système S(—-?P), qui est : :3 
complètement intégrable est de classe p. Appliquons à ce sys- 5 
tème Sr -P—1) de p + r'équations et de classe p + 3 la proposition | ne 
établie plus haut sur les systèmes S dont le système dérivé S' est 4 
complètement intégrable. On peut, par un changement de varia- 2 
bles convenable, mettre ce système St-?-1) sous la forme  - - 2 


(23) AH 0% LE 0 


p = dypre = Yp+3 Yu 3 


cette réduction exige d’abord l'intégration du système Stw-P, 
c’est-à-dire l'intégration d'un système complètement intégrable 
d'ordre p, puis la réduction d'une équation de Pfaff de classe 
trois à une forme canonique. | 

Ces. opérations étant supposées effectuées, si l’on prend pour 


NL ER ASC JS 
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variables nouvelles les p + 3 fonctions y,, ...,y,43 et r—p—1 des | 
anciennes variables Æp+1, ..., Æry9, par exemple, l'équation qu'il, 


faut joindre au système (23) pour avoir le système précédent 


St—n—2) peut être supposée mise sous la forme 


Dp+2 — — Hdy,,: af Kdy,+3 + Q — 0, : 
Q, Hat une forme qui ne pe que les différentielles ire et 
l'équation 
Ve — dyp430pr1 = 0 
doit être une conséquence des deux Kéauons w, +(d) = == 10e 
Wp42(0) = 0: 
Ceci exige évidemment in aucun des coefficients H, K ne soit 


nul. On peut alors supposer K——1, et l’on doit avoir identi- 
quement | 


Re £5 a, US dpi (Hdypu + (41 = Fri 
ce qui exige que la forme Q, soit nulle, et l'équation w,,,—=01se 
réduit à dy,,3—Hdy,,,. Le coefficient H ne peut dépendre seule- 
ment de y, Yes ..., Ypys Car le système SÛ—?—?) serait alors com- 
plètement intégrable. On peut donc prendre ce coefficient H pour 
une des nouvelles variables y,,,, et de système S{ r-p—2) est ainsi 
ramené à la forme | 
(24) | OH 0 eo Us 
pre = Yp+3 Yo  dYprs = Yp+adY pat 

On peut répéter le même raisonnement pour trouver la nouvelle 
équation w,,3—0 qui, jointe aux équations (24), forme le sys- 
tème St—P-3), et ainsi de suite. En continuant de la sorte, on voit 
que tout. système spécial S de r équations à r + 2 variables peut 
être mis sous la forme canonique () | | 


—= O, 


(25) ; dy, =0;:.; dy; =0, 
dyp2 = Yp+8dÿp44 +) dyrn = gradins. 


Les seuls énvariants d'un système Spécial S, relativement à un 
changement de variables, sont donc l’ordre r de ce. système, et le 


nombre p des combinaisons intégrables distinctes des équations 
de ce système. 


- (JE. von WEBER, Berichte Ges. Leipzig, t. À CKEDA ES p. 207-220 


dé hand Eh Dec ce éd ne ns à . 
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Tout système de deux équations à quatre variables, n nPeiaus 
aucune combinaison intégrable, est, comme on l’a vu directément 
(n°76), un système spécial pour lequel p = 0. 


Exempze. — Considérons un système de r équations de la forme 


oi = das + fi(Xr+2)dXr+1 = 0, 
o2 = dX3 + fAtr+2)dtr+1 — 0, 


Op = d£r + fr(&r+2)dxr+1 20, 


les coefficients de dær+1 ne dépendant que de la dernière variable ær19. 
Ecartons le cas banal où tous ces coefficients seraient constants ; nous 
pouvons supposer, par exemple, que fi(xr+2) n’est pas constant, et 
nous ne diminuons pas la‘généralité en supposant fi(ær+2) = ær+2 

Le système dérivé S' est formé des r — 1 équations 


c | dfi - ’ È La , dfi ‘ 
Diane = di dx Lp49 =" — )drr1=0 
I oi Dr 2 On Le dXr me AE U Noa sr DEr+2 r+-1 — ; 


j . 


4 


li = >, 3, DL 


Si l'on pose 


Xe DrHfi, Xr41 = Li + LrHAEr49, 


als EE dns À sara 


Ë équation QE 0e peut s’écrire 


afi 
Que aXi — un dXr11 = 0. 
: Le système S'est donc un système de même forme que S, à (+1) 
variables X5, ..., Xr11, &ri2. Pour la même raison, si S' n’est pas 
complètement intégrable, S" sera un système de même forme à 7 varia- 
bles, et ainsi de suite. Le système S est donc un système spécial. 

78. Systèmes intégrables explicitement. — Un système S 
de r équations à r + 2 variables, non complètement intégrable, ne 
peut admettre d’intégrales à deux dimensions M, passant par un 
point quelconque de l’espace. On a vu (Leçons, p- 27) comment 
on peut déterminer de telles intégrales s’il en existe; nous n’y. 
reviendrons pas. - 

Les intégrales M, du système dépendent d’une fonction arbi- 

_traire d’une variable; en effet, supposons les équations de $ réso- 


is 


- 
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lues par rapport à dx, das, ...,dær par exemple. Si l'on se 
donne æri9 = e(xr41), on est conduit à un système de r équations 
différentielles ordinaires pour déterminer æ,,æ,, ...,æ&r en fonc- 
tion de Xr+1. 

Remarquons encore que l’on No sans diminuer la généralité, 
supposer que dx-+2 ne figure pas dans les équations de S. IL suffit 
de choisir les variables x; de façon que les équations Éd É Tr po 
Lr44 — Cri1 représentent une famille de courbes intégrales, ce 

‘qui, comme on l’a déjà remarqué à plusieurs reprises, est possible 
d’une infinité de manitres. Les équations étant résolues par rap- 
port à Tliras dr LU au moins des coefficients de dxr+4 dépend 
de xy42, et en prenant ce coefficient pour la variable æ,+2 elle- 
même, le système S prend la forme 


(26) dx, = Lr+2dÆr41 : TD A,A%r443 ele — ArdXr41. 


Nous dirons que le système S est intégrable explicitement lors- 
que toutes les intégrales M, peuvent être représentées par un ou 
plusieurs systèmes de formules exprimant les variables x; par des 
fonctions déterminées d'un paramètre, d'une fonction arbitraire 
de ce paramètre et de ses dérivées jusqu'à celle d'un certain 
ordre, pouvant contenir aussi un nombre fini de constantes 
arbitraires 


CO CET 0 CET CC) 
(HA TEE > + 2). 


Dans ces formules, »,,%, ..., or+9 désignent des. pue déter- 
minées de leurs arguments, G, Co5 +. Gp SON des constantes 
arbitraires, x est un paramètre variable et f(x) une fonction arbi- 
traire de ce paramètre. 


Il est évident que les systèmes in définis au paragraphe” 


précédent sont intégrables explicitement. On peut alors, en effet, 
par un changement de variables 


(28) Di == ques Vraie UE ie De 

ramener un système spécial $ à la forme canonique (25) pour 
laquelle la propriété est évidente. Si y,,, ne se réduit pas à une 
constante pour une intégrale M, du système (25), on peut poser 
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Ypsi = Ypre = (), et on en déduit successivement y,,3=f"(«), 
ts Yre fe . On a donc une famille d’intégrales M, dépen- 


dant de la fonction arbitraire f(x) et de p constantes arbitraires, 


(29) di ire ie Co: Ypta = Er Ugo = f(&), | 
yes = fo) yree ST: 


il existe une autre famille de multiplicités intégrales M, dépendant 
de r + 1 constantes arbitraires, | 


(So) y Ci... Yp = Cp Yi Cp+1, ... ÿr1 = Cr. 
En remplaçant y,,...,y»42 par les valeurs (29) dans les for- 
mules (28), on obtient bien une intégrale générale explicite pour S. 
Inversement, les systèmes spéciaux sont les seuls qui admettent 
une intégrale générale explicite de la forme (27). Il suffit de 
prouver qu’un système normal, ou tout système obtenu par le pro- 
logement d’un système normal, ne peut admettre une intégrale 
générale explicite de cette forme (‘). On peut même se borner à 
démontrer cette propriété pour un système normal, car si un sys- 
tème S obtenu par le prolongement d’un système normal admet 
une intégrale générale de cette forme, il est évident qu'il en sera 
de même du système normal dont S est le prolongement. 
Remarquons encore que les r + 2 fonctions +; des formules (27) 
doivent être distinctes ; dans le cas contraire, on en déduirait, en 
effet, une relation au moins entre les variables x;, et les for- 
. mules (27) ne pourraient représenter une intégrale passant par un 
point quelconque de l’espace, On a donc forcément p +q2>r. 
Sip + q=—=r, on voit immédiatement que le système $ est un sys- 
tème spécial, et dans ce cas les formules (28) définissent un chan- 
gement de variables qui conduit du système S à un système 
admettant l'intégrale générale 


Yi = Cas 2 ne Ces PEL Yp+2 —=f(a), 
Yp+3 —=f (a), ..., yr+e = fo), 


c’est-à-dire au système canonique (25). 


(t) Ce beau résultat est dû à M. Cartan, dont nous avons reproduit la 
démonstration (Bullelin de la Sociélé Mathématique, t. XLII, 1914, p. 12-48). 


Er, ) î à. 
‘ ve 
PAC TUE CAES MP 


ET 
F 
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Il ne reste qu’à examiner le cas où l’on a p + q=m>r, cas que 
nous ne pouvons écarter a priori. Nous supposerons que la 
dérivée f9(«) figure dans l’une au moins des fonctions w; ; autre- 
ment on remplacerait g par un nombre inférieur. Si, dans les pre- 
miers membres w,, w,, ..., w, des équations de S, on fait la 


substitution 


(BTE Li — oi(ÿs Yes «Yan Uptin soda) UTP ASE. 


la forme w; se change en une forme linéaire par rapport à 
dy, dys, ..., dy,,2, que l’on peut écrire 
(32); —=anQ, + an0; des Sa + im «= di matins + di ,m42dym+2; 


en posant 


(33) 0, =dy:, he Q, —= dy | 
O1 = dyy3 —  Vo+sdp+as es = dymt — Ym+2dYp+1: 
Par hypothèse, les formules (31) définissent une intégrale du 


système (S) quand on y remplace y1, ÿ:, .…, Y,42 Par un système 
d'intégrales du système auxiliaire 2 ir 
(Z) Qj — 0, ..… Q —= O, On+1 — O, ... An — 0: 


Il faut donc que l’on ait @j,m41—0, di,m+2—0, et par Aite on é 
a des identités de la forme 


(34) uw, — Ayy Qu d- As9Q + Less + AmQm; 
Op = AnQ + Ar + +... + ArmOm; 
quand on fait dans les formes w,, w2, ...,w} la substitution (31). 


Les coefficients Gim, Am, . : .; Arm ne peuvent être nuls à la fois. En 
effet, si tous ces coefficients étaient nuls en même temps, à toute 
solution du système (2) 


(2) or O, CC Op 0; 


les formules (31) feraient correspondre une intégrale de S, quand 
on y remplacerait y,,,2 par une constante quelconque, et on serait 


ramené à des formules analogues pour nes l'intégrale 


» 


ledit éd but ni dé à. 
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È ; Th 2 
-_ générale de S, où le nombre des constantes serait augmenté d’une 100 
. unité et où q serait diminué d’une unité (1). 53 
On peut toujours supposer que le système S’ dérivé de S est De. 
formé des r—1 équations | | É SOS 
, on — de m9 —= O, .., Het = O. Ÿ 00 
On a alors “PE 
5 * NS 
DD De =-0 wr1 = 0 (mod. w,, « or) 5600 
er , x DEEE DRE PV] — . 4? D9 ve r}s PR. 4 
et a forliort ES a Me : 
! ! 2 r'= SNS . - 
U1=0, W,=0,...,0r1=0 (mod. Q,,Q,,...,0,,), | ÉCRIS 
Mais w', se réduit à GimQ'm — &im (0Yp+1dYme — VU m+2 TU p+1)» | 2 
en tenant compte des équations 9, —0, ...,Q,,—0,et ne peut "5 
A : - 2e A La s : : ES d 
être nul que si l’on à aim — 0. On verrait de même que l'on + Re 
. + 7 
9m = 0, ..., Ar—1,m — 0, MAIS Grm ne peut être nul, puisque Q.. ne 
doit figurer dans les identités (34). ENS re ù LAS 
_ Le système S étant supposé écrit comme plus f haut, on a;d'après 5 ï 
la formule (19), | ne. 
| ER 
= 5 
lt 2 plis Ve 3 bi £ ge 
er la substitution (31), dxrs1 et dxr}9 se changent en deux 100 
formes 1 linéaires ges l’on PS écrire SE a 
da CiQ, SD AIT en à Cp mr ce Cy sudys SE AUTRES à - Re. 
{1} On pourrait encore raisonner comme il suit, Si les este Rte À CE 
des formules (34) ne contenaient pas Q,,, les formules - HR 
Er JET pi (Ci, Go > Cps a, f(&),, PA AC Es 1)(ce) ), 8), e La | _ #5 | 
où « et B sont deux paramètres variables, représenteraient une famille d’inté- 2 
grales de S, à deux dimensions, et il passerait évidemment une de ces inté- HS 
 grales par un point arbitraire de l’espace, puisque les fonctions gi sont des a 
fonctions distinctes de leurs arguments. Le système $S serait donc complète- 
ment intégrable. *. TR 
Le même raisonnement prouve que les fonctions pi renferment l’une au ! LS 
moins des dérivées de Le (2) ; car si elles ne renfermaient que œet f(x), les LES 
formules : RU 
Lire Qi (Gi. CS Cr, 8 6) 4 Ÿ on 
représenteraient des intégrales à deux dimensions du système S DépenRnt | T'ES 
de » constantes arbitraires. ARR 
‘ s FÈ 
_ à ra » 
- Le C ' « 
M : 


Re RER UE, Ps CN TA Se PPAT OR PR NS OS PT OR Haras =. À 
nn ne te 
LR Be PT ARTE s 3 EUR > ER 


RCA IN SR 
s DR LL à j 
ee Le Le É 1". BEN 0 2 ne © 
: \ vs à Fe ve 


. ne VE | PP RE MALE “ 
: : w 
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et les relations (19) entraînent les nouvelles relations 


(86) Vi L; [rm PRE URSS SE bis dYm+2l 
+ M; [ArmQ ps Cadet 0 Cn+2 dYyn+sls 
(mod, G,, Q>, su Qu) 


ou, en développant, 
W'; = rm (Re +- Mic 7 [dy re lYn+. 
+ Qrm(Lid,, +2 1 Mic.) AUTRES AY +1] + Yn+2 [das dpi 


(mod.-0,5#6%,) 
D'un autre côté, on a immédiatement, d'après les relations (34) 
Vi = Ai,m1Q'm1 = Ai,m1 [dym+1; dyp+1}, (mod, FD PRES TON CERN € 


La comparaison de ces deux expressions de w'; montre que l'on 


doit avoir 
Lid,,,s + Mic,ss — 0, (CEST AEREENT 
Si les deux coefficients b,,,,, c,,, ne sont pas nuls à la fois, le 
L; RQ ; : , 
rapport Fe est indépendant de &, et par suite (n° 77), le système S” 
i 


dérivé de S' contient r — 2 équations au moins. Le système S n'est 
donc pas un système normal. 

On ne peut supposer que les coefficients b,,,,, c,,, sont nuls à 
la fois, car les expressions de dx,}1, dt,12 tirées des formules de - 
transformations (31) ne contiendraient pas dy,,,.. Il en serait donc 
de même de dx, .…, dær d’après les équations du système $ et les 
identités (34), et par suite les fonctions 4; ne dépendraient pas de 
la dérivée f7(a). Re cg 


79. Remarques diverses. — 10 Soit S un système de Pfaff à un 
nombre quelconque de variables, ne renfermant aucune équation de 
classe un. Si ce système contient un système spécial « de p équations 
(p.> 1), il est évident que le système dérivé S’ contiendra le système 
spécial ç' dérivé de 5. Inversement, si le système dérivé S' contient un 
système spécial 5’ de g équations (UE S contient un système spé-. 
cial o de g—+1 équations, dont 5’ est le système dérivé. Dans cet 
énoncé, une équation de classe trois est regardée comme formant un 


KP ) 
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système spécial, Supposons que gq équations de S' puissent être mises 
sous la forme 


C9) dys=ysdyss dys =yidys, +, dyg+1 = yatadys, 


Yi Y2s ...s Yg+2 Étant des variables indépendantes ; la relation 
dyg+20y1 — dydyg12 = 0 doit être une conséquence des équations 
de S qu’il faut joindre aux équations du système o’ pour avoir S. L’une 
au moins de ces relations doit contenir dyy19, et l’on peut supposer 
que dyg+2 n'entre que dans l’une d'elles, qui sera de la forme 


dyg+2= Ady; + Q, 


Q étant une forme de Pfaff qui ne contient aucune des différentielles 
dy, dy2, ..., dyg+2. W faudra donc que l’on ait 


Add y1 —- Ad)dy: = 0 


identiquement, et comme dy, ne figure pas dans Q, cette forme Q doit 


_ être identiquement nulle. Si le coefficient À ne dépendait que des. 


variables 71, ..., yg12, le système S contiendrait un système de g +1 
équations à g + 2 variables, c’est-à-dire un système complètement inté- 
grable, cas que nous avons écarté. Le coefficient A est donc indépen- 
dant de y,, .…, yg+2, et l’on peut le prendre pour une nouvelle varia- 


ble y+3, de sorte que S contient le système spécial de 1 1 équations 


dy: = ysdy1, :.  — = yg+3dy:. 


20 Le raisonnement peut évidemment être eee: Si le pième dérivé 
de S contient un système spécial de q équations, en remontant de 
proche en proche, on en conclut que S contient lui-même un système 
spécial de p + q équations. 

30 Soit S un système normal de r équations à r + 2 variables, n’ad- 
mettant - aucune combinaison intégrable, et dont le second système 
dérivé S"” est un système spécial de r — 3 équations. D’après la pro- 
priété générale qui vient d’être établie, le système S contient lui-même 
un système spécial de r — 1 équations . 


dy2 = ysdy1, …., dyr = yr+4dy:, 
et la dernière équation peut être supposée de la forme 
Adyr+1 + Bdyr+2 + Cdyi — 0. 


Le coefficient B doit être différent de zéro, car le système S serait 
lui-même un système spécial. On peut simplifier cette dernière équa- 


- 


Le 
= 
ri 
a 
æ 
' 


nes ie ÉÉRAE G E A We PRE ET RCE dr 
gs | 4 ts: 2}. 
? 3 


TE ‘ 
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tion en remplaçant la dernière variable te per une intégrale Le d 
l'équation aux dérivées partielles | 
oU «fau 

— À 
dyr44 54, 9Yr4e 


? 


et finalement le système S peut être ramené à une forme réduite 
(X) dy [= ysdyi; D ÉRAE ; dyr — yr+1dy1; “dyr+2 = Fdy; 


où figure seulement une fonction arbitraire F des +2 variables yi, et 
qui est analogue à la forme réduite (IX') des systèmes de trois équa- 
tions à cinq variables. | 

Inversement, pour tout stone S de cette forme, il est évident que le 
second système dérivé S' contient le système spécial formé par les r — 5 
premières équations de S. Pour que S soit un système normal, il faut 


en outre que S’ soit de classe 7° + 2. Or S' se compose des 7 — 1 équa- 


tions 


“he = yadyss °.* Res — yrdyi; 
dyr + (F — yr Hi 


rt ) dyi- 
dYr+A / : 

Il est évident que ce système est de classe r + 2, à moins que la der- 
nière équation ne renferme pas la variable yr+1, ce qui ne peut avoir 
lieu que si F est une fonction linéaire de yr+1. Le système (X) est donc 
un système normal lorsque F n’est pas une fonction linéaire de yr+1. 

Les systèmes de cette-espèce sont les plus simples après les systèmes 
spéciaux. On peut obtenir toutes les intégrales M; par l'intégration 
d’une équation différentielle du premier ordre où figurent une fonction 
arbitraire de la variable indépendante et ses dérivées jusqu’à un ordre 
fini, En effet, si on pose, dans les équations (X}), y = @ yo = f(«), on 
en “e successivement ys = f'(a), ….,yr+1 = f(x), et yr+2 est donné 
par l'intégration de l'équation différentielle du premier ordre 


dyr +2 = Fe Ja) Je) 00), yr+2)de. 


4° Lorsque F est une fonction linéaire de Yr41, F = ayr+1 + 6, Le 
système dérivé S' se compose des r — 1 équations 


dF 
SET 


dy = ysdyis + dyr—1 = yrdyss  dyr+2 = adyr Fe bdys» 


et ce système est évidemment de classe » + 1, puisque yr+1 n’y figure 


pas. D'ailleurs S est le prolongement de S', puisqu'on obtient S en 
joignant à S' l'équation dyr — yr+1dy1. Ce système S’ ne peut donc 
être un système spécial. Si r est supérieur à quatre, son second dérivé 
est encore un système spécial de r —/4 équations : ce système S' peut 
donc être ramené à la forme réduite (X), où r est remplacé par 7 — 1. 


(XI) dys -=Æ ysdys, 


CHAPITRE VII. — SYSTÈMES DÉRIVÉS. PROBLÈME DE MONGE. 937 


: 


L 


En continuant ainsi, on finira par être ramené à un système normal de 
la forme (X), dont le système $ est le prolongement. 

50 Considérons, en particulier, un système normal de trois s équations 
à cinq variables, 


dy3 = y4dy ss dys =F (y: Y25 Yas J4 ÿ5) dyr. 


Si la fonction F ne renferme pas y;, on GES toutes les solutions 
au moyen des formules de 


nes RES nESC n=S@ = f FC" 


f\a) étant une fonction RUES | 
Il est aisé de trouver une condition nécessaire pour qu’un système 


de trois équations de Pfaff à cinq variables puisse être ramené à la 


forme (XI) où F ne contient pas 73. En effet, ce système ne change pas 
quand on change y; en y; + C, quelle que soit la constante C. Ce sys- 
tème admet donc un groupe de transformations à un paramètre. Il en est 
évidemment de même de tout système de Pfaff qui peut être ramené à 
la forme (XI) par un changement de variables. 
Inversement, soit S un système de trois équations de Pfafr : à cinq 
variables admettant un groupe de transformations à un paramètre. Si 
l’on fait un changement de FRERES de façon que les  HHeQORE 


finies du Broupa soient d 


De N4 REA ph ie, PU 
EE CT Là =, La, L'a— Lg Le = Ty, Rs qu Ne 


la variable x, ne devra figurer dans les équations du système que par 


sa différentielle der. On peut donc écrire les équations de ce système É 


sous la forme 


du Dir Da = 0. des + ©3 = 0, 


1, +, ws étant des formes de Pfaff ne renfermant que les quatre varia- 
bles æ,, 2, æ3, 4 et leurs différentielles. Dans le cas général, ‘les 
deux équations wi = 0, w2—0 forment un système de quatrième classe 
qui peut être ramené à la forme canonique (I) par un changement de 
variables, et Île système proposé peut lui-même être ramené à ne 
forme à 


(XI) dy2 = ysdys dys = pd dys = f (y: yes Ys Ys)dys + pdys 


un peu plus générale que la forme (XI), et dont la solution s'obtient 
aussi par des quadratures. AN TENTE 


Nous citerons comme exemple un système signalé par M. Cartan, 


dys = ysdyss  dys = yidys,  dys = y#dy, 
qui admet un groupe de transformations à qualorse paramètres. 
G. Prob. ; | 13 22 


È LR CONS En OS, à LL: à, de PA CTNTT ST ON © vr,. A € be 
DE SUP MP RE dir SP RES OR à Fe bat PR PORN SR PS nn de PR. ie lahs”, 6 te 
% PA: we LATE \ 7. L sp ; 1 rm 44) 4 ‘4 FER Nr tr + f ne Nu AIRE 
L Cr: or it r, + ‘L'4 L'TREE TE te { Lars ré > ra 
# L MEET ER RAR UE RON IE 
r Le r = 3 + Æ 


APT CRU 
Bd L RCA 
} Ur Lors. < 2 
k 
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80. Problème de Monge (!). — Considérons un système de 
n — 1 relations entre n + 1 fonctions d’une variable &,,æ%;, ..…., æ,413 


_et leurs différentielles, 


(37). Fe(aS dre es ty ir ee Eh) 0: 
(Et 2 io mer Tr), 


les fonctions F; étant homogènes en dx, …, dx,,,- Ges équations 
admettent une infinité de solutions dépendant d’une fonction arbi- 
traire, car on peut se donner arbitrairement x, 4 — 16) par 
exemple, et il reste un système de n—1 équations différentielles * 
ordinaires pour déterminer x,, …, æ&, en fonction de x,. On peut 
remplacer ce système (37) par un système équivalent de n équa- 


tions de Pfaff à n +2 variables. Supposons, en effet, le système 


dæ3 d£n41 . 
dæ: 2e dæi < 


d£3 | | de 
li Li» ee. Ly+13 dx ) 


résolu par rapport à 


dt, 

(37) e . ‘ è e e Ê a : F 
d£n+1 714 dx: 
ns (& ess Ln+19 oh 


Le | 0 | ° 4 dx 
en introduisant une nouvelle variable u — - 


, on est rameéné à 
1 : 


un système de Pfaff S de n équations à n + 2 variables, 
(338) | dx, —udx;—=0, 


dT, — fit CU) AE OT dE, 44 — fn a1dT =—0, 


qui peut être considéré comme le plus général de son espèce. Il y 
a donc équivalence complète entre le problème de Monge généra- 
lisé et l'intégration d’un système de Pfaff de l'espèce que nous 
venons d'étudier. Le problème de Monge admét une solution 
(t) Les systèmes les plus généraux d'équations de Monge ont été l’objet 


d’un assez grand nombre de travaux. Voir J.-A.: Serrer, Journal de Math., 
zre série, tome XIII, p. 353, 1848 ; G. DARBOUX, Id., 2° série, tome XVIII, p. 236, 


_:873, et 4e série, tome III, p. 305, 1887 ; J. Hapamar», Annales de l'Ecole Nor- 
male, série 3, tome XVIII, p. 337, 1907 ; E. Gounrsar, Bulletin de la Société 


Mathématique, tome XXXIII, p. 201, 1909 ; P. ZERvos, Comptes Rendus de 
l'Académie des Sciences, tome CXL, p. 1013, tome CXL VI, p. 1080, Journal . 
de Grelle, tome CXLIII, p. 300 ; D. HiLBErT, Festschrift Heinrich Weber, 


pp. 190-1406. 


NP lp VE 
rat Ÿ D bag À ls L na L ai 
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explicite lorsque le système de Pfaff correspondant est un ne 
_ tème spécial, et dans ce cas seulement. 

On peut aussi considérer des systèmes de n— 1 équations < où 
figurent les dérivées jusqu’à un ordre quelconque de n des fonc- 
tions inconnues æ; par rapport à la dernière, car il suffit de prendre 
pour nouvelles inconnues un certain nombre de ces dérivées pour 
être ramené à un système de la forme (37). 


Considérons par exemple une équation | | | 
(39) En LE Vo nn 
où yet £ sont deux fonctions fnctumies dé æ. Posons Un, 
| = v; l'équation (39) est remplacée par le système de Pfaff S LL 
trois équations à cinq variables : 
(4o) w, = dy — udx = 0, o, = du — vdæ = 0, 


wo, —= dg ms y, 2, Fi ne = U 
On a ici : 


. =0, w', = duèôx — dxÿv, 


w', =, 2 (dvèæ — — dxv), (mod. Wyy Op, O3). 
. Le système dérivé S' est donc formé des deux équations 


GS — dy — udx — 0, 


de die. 


dv 


Re 2e du re (f—v 


Pour que S soit un ro spécial, les deux équations 


OT. 0y (mod. o,, w,) 


doivent se réduire à une seule. Il faut pour cela que w', ne dépende 


pas de duÿv — dvôu, c'est-à-dire que 2% soit nul. Il faut donc 
_ que f soit linéaire par rapport à E, 
équation considérée plus haut (n° ee | 


de dy) y du 
A (s F2 ue dt B(ans dx cal LR 


on 


et nous retrouvons une 


PME 
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En particulier, nous voyons que l'équation de M. Hilbert 


dE. —= ( ee À ne peut admettre de solution explicite de la forme (27). 


. Exempces, — [L -— Lorsque les équations (37) ne renferment pas les 
variables elles-mêmes æ;, mais seulement leurs différentielles, le sys- 
tème équivalent (38) est de la forme à 


GS)  dm=udr, des=fi(u)das, +, dén= fa-A(u)dæ, 


is fes vs Jn—1 ne dépendant que de la variable z. Nous avons remarqué. 


plus haut (n° 77) que ce système est toujours un système spécial. On 
peut donc dans ce cas obtenir sous forme explicite tous les systèmes 
de fonctions d’une variable, qui satisfont aux équations (37). Ce 
résultat peut être généralisé. Considérons un système de g équations 
g<n—i mer | 


LA Se Fi(dæ, Lu dem dnft)= 0, |. (=r2,; 0) 


Si l’on adjoint à ce système n —q—1 équations de même forme 


\ + 


Fy+i(ds, ..) dxg+4) — 0, .…, Fn—1 = 0, 


he le système obtenu, quelles que soient les fonctions Fg+1, .…, Fn—1, est 


* de la forme que nous venons d'étudier. On peut donc aussi trouver 
l'intégrale générale du système (41) sous forme explicite, avec plusieurs 
fonctions arbitraires. 

11. — Les formules générales qui donnent les coordonnées d’un 
point d’une courbe gauche à torsion constante peuvent s’écrire () 


{ 
Ut pa APS 


| | RURALE PSE du 
: | RS TP Ar et 
. on LAN L 
TN] 3 Tu + oi 


ke odu — adv 
FE rpequn 


u et v étant des fonctions arbitraires d’un paramètre £. Pour que LUE 
puissent s'exprimer explicitément en fonction d’une variable auxi- 


liaire, d’une fonction arbitraire de cette variable, et de ses dérivées 


(1) Darsoux, Leçons sur la Théorie Générale des Surfaces, tome I, 2° édition, 
1914, page 61. | | | 


AUOR | u — ig B cos «, v = tg8 sin «&, 
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jusqu’à un te: fini il TEEN (!)que le système de Dre Énisalant 
de trois équations à cinq variables 


| AS = (1 + m2 A p?) dæ — du = 0, 0, 
re DE w> = (1 + au? + v?)dy — dv = 0, 
og = (1 + + v?)d£ — vdu + udv = 0 
fût un système spécial, ou que son système dérivé fat de classe infé- 


rieure à cinq. Orona 


MES — dudv) À X 2 PS 


PU EE —————————— 
( 1 1+u ou ? 


” 2u(dvdu —.dudv) 
HN A) _1+u +? 
2(dudv — dudv) à 


De = —— 
PRE CN NL USE DRENEr 


(mod. w,, w+, 3). | 4 | 
« L à 5 


; 


Le système dérivé est donc formé des deux équations 
A, = 0); + VO3 = 0, Qe = &o — AGE) = O, . 


d’où l’ontire | 
dx Le vdz + Bdu + Car, 
GA og RAR EN Ne he 


B, C, B;, Ci ne Séséaiens que des variables u et v. Ainsi qu’on l’a 
remarqué plus haut (page 272), ce système est de cinquième classe, et 
par suite le système S est un système normal, non FRIFSeQIE RUES 
tement. | “fes 
Pour ramener le système S à une forme simple (IX), on peut modifier 
la méthode générale en observant que les deux premières équations du 
ù système forment un autre SYAIeNE, de classe quatre, dont l'équation 


dérivée est ; 
(+ ms v?) (udx + vdy) = udu + vdv. 


En posant =: | RU AT ES 


\ 


! + 


(t) En effet, les cosinus directeurs de la binormale sont respectivement 
u ARS QU, es D 
Vue Voruge Vue 
‘HT; y, LE ’exprimaient explicitement par des formules de la prie (27), u et 
v s’exprimeraient aussi explicitement, S AE 


} 


ne 
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4 


cette équation deviént. 


dB = cos «dx se . «dy, 
| ce qu’on peut écrire ne 
| dY = de” ra 
en posant 
X= x sin a —ycosa, 
(43) RO 3 pe Ne eE CA 
_Ona ensuite | % à “S A #2 à 


aX = sin adx — cos #+ “ (æ cos à + ; y: sin c)de. 
= (pb — Y)dz + sin «dx — cos «dy, | 


étren RER dx si dy par leurs expressions tirées de. équations 
du système, 


Ph e re — sin B Le —Y]da. 
Enfin, la Ta équation du système S devient, après ce change- 
ment de variables, . 
ds = sin? Pda, 


Le système donné S est donc ramené à ee forme 


dY =Xda,  AX =[B— sin B cos — Y]da, ds = sin? Bd, 


au . moyen du changement de étiabiee défini par les formules (G2) | 
et. (43). On obtient l'intégrale générale de ce système en prenant « pour 


variable auxiliaire et en posant gt EC : 


G  Y=f@) X=/(#, B—sinpcos unes 
FR fl Va 


et z est donné par une quadrature, 


FAN À Rate LE de 


B étant une. fonction de x définie par la troisième équation un où 


AS à (ah est une fonction arbitraire O: 


(4 Cf, nt Annales Scientifiques de l'Ecole Normale Es Je série, 
+, XX VII, 1910, page 179. 


CHAPITRE VIN 


MULTIPLICITÉS INTÉGRALES. — GENRE D'UN SYSTÈME 
DE PFAFF (!) 


81. Eléments linéaires d’ordre quelconque.— Nous allons 
d’abord définir certaines multiplicités formées d’éléments linéaires 


issus d’un même point A(x,, &:,..…,æ,) de l’espace à n dimen- 


sions. Considérons l’ensemble des éléments linéaires issus du 
point À dont les coordonnées (dx,, dx, ..., dæx,) vérifient ñn —p 
relations linéaires et homogènes distinctes ; nous dirons, en conti- 
nuant à employer le langage de la géométrie, que cet ensemble 
d'éléments linéaires est un élément plan P à p dimensions. Par 
exemple, les éléments linéaires intégraux d’un système de Pfaff 
de r équations forment un élément plan à n — r dimensions (?). 
D’après les résultats classiques de la théorie des systèmes linéaires 
et homogènes à » indéterminées, tous les éléments linéaires con- 
tenus dans un élément plan à p dimensions peuvent se déduire 
de p éléments linéaires de cet ensemble. Désignons, pour abréger, 
par &,, 62, …, e,, les p éléments linéaires 


(dx, dx, 9, de, 4), 
(dede)... de OS (dep) ral, dc pe 


et par e— Xe, + Lez + Fes l'élément linéaire dont les 
n coordonnées sont | 


Ldæi) + Ldxi® +... + 1,dxil?), PU CES PP Sn 


Nous dirons que les p éléments linéaires e,,e,, ...,e, sont 
distincts s’il est impossible de trouver des valeurs des À; non toutes 
nulles, telles que les 2 coordonnées de l'élément ke; +... + 19 


() Le fond de ce Chapitre est l’œuvre de M. Cartan, J’ai seulement modi- 
fié quelques démonstrations, en particulier celles qui font l’objet du n° 83, 

(2) Pour la commodité des notations et des raisonnements, nous regardons 
un élément linéaire (dx, dæ,, ..., dæn) comme une multiplicité ponctuelle à 
une dimension. Un élément plan à p dimensions est le lieu de o?—1 éléments 
linéaires. 
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soient nulles à la fois. Pour que p éléments linéaires soient .dis- 
tincts, il faut et il suffit qu’ils n’appartiennent pas à un élément 


plan à moins de p dimensions. Lorsqu'il en est ainsi, ces p élé- 


ments &1, &, ..…, €, déterminent un élément plan P à p dimensions 
qui est le lieu de l'élément linéaire e, quand on donne aux para- 
mètres À,..…, À, tous les systèmes de valeurs possibles. IL est 
évident que tout Rent plan P à p dimensions peut être repré- 


senté de cette façon d’une infinité de manières ; il suffit de prendre 


dans ,cet élément p éléments linéaires quelconques e,, €, .…., e,, 
n’appartenant pas à un élément plan à moins de p dimensions; 
nous représenterons par (81, €, ..., €p) LIRE plan défini par 


ces p éléments linéaires distincts. 


Si les p éléments linéaires e,, e,, ..:, en appartiennent à une 
multiplicité plane à q dimensions (q<< p), définie par les g élé- 
ments e,, 6, ..., eg, l'élément ke, + ... + Xe, appartient lui- 
même à cette multiplicité. ur | 
. Nous dirons qu'un élément plan Q à g dimensions est contenu 
dans un autre élément plan P à p dimensions (p >> q), si tous les 


| éléments linéaires de Q appartiennent à P. Pour que l'élément Q 


soit contenu dans l’élément P, il faut et il suffit que q éléments 
linéaires distincts de Q appartiennent à P. Inversement, si l’on 
prend dans un élément plan P à p dimensions un certain nombre 
q < p d'éléments linéaires, distincts ou non, ces éléments linéaires 
déterminent un élément plan contenu dans P, et qui sera à 


q dimensions si les q éléments linéaires choisis sont distincts. 


Soient P et Q deux éléments plans de même origine ayant respec- 
tivement p et q dimensions. Ces éléments plans peuvent avoir des 
éléments linéaires communs; nous supposerons qu’ils aient r élé- 
ments linéaires distincts communs et r seulement (ess en en) 
L'élément plan R déterminé par ces r éléments est contenu à la 
fois dans P et dans Q, et tous les éléments linéaires communs à P 


età Q font partie de R; car si P et Q avaient un élément linéaire 


commun €-+41 non compris dans R, P et Q auraient r + 1 éléments 
linéaires communs distincts e,, ..., @r, Ert1. | 

L'ensemble des éléments linéaires qui appartiennent à un des 
deux éléments P et Q ne forme pas un élément plan, mais on peut 
définir, au moyen de ces deux éléments, un nouvel élément plan 
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qui renferme tous les éléments linéaires de P et tous les éléments 
linéaires de Q, et qui est contenu dans tout autre élément plan 
jouissant de la même propriété. 

Supposons P défini par les p éléments linéaires distincts 
LAN PA es), et Q défini par les q éléments linéaires distinèts 
CA PET LD l'élément linéaire | 


i 


NA ER ë, + er, ere 


lorsqu'on donne aux coefficients X;, \; tous les systèmes de valeurs 


possibles, décrit un élément plan P + Q, qui est au plus à 
p + q dimensions. Il est à p + g dimensions si les p + q élé- 


_ ments 6;, e"; sont distincts, c’est-à-dire si les deux éléments P et Q . 


n’ont aucun élément linéaire commun. Lorsque P et Q ‘ont r élé- 
ments linéaires distincts. communs et » seulement, on peut sup- 
poser Pet Q définis respacuirement par les deux systèmes d’élé- 
ments linéaires | 7 


P N . : (es; Cor ... +. Crs Er41, ss Ep} 
OL ts (EL OR Su ee rires dy. 

Les p + q —r éléments linéaires e,,...,er, er44, .…., ep; r41, .…., e'g, 
sont distincts, sans quoi les éléments plans P et Q auraient plus 


de r éléments linéaires distincts comumns. L'’é lement e écrit plus 
haut peut aussi être représenté par 


Les 


CR de ET + Urer + PRE MR à HpEp + LL ae CE Me NAS dem L'ae'g 


et par conséquent décrit un élément à p + qg — r dimensions. Tel 
est, dans le cas général, le nombre de dimensions de l’élément 
plan P + Q qui vient d’être défini. . 

Si les deux éléments plans P et Q sont contenus dans un autre 
élément plan æ à © dimensions, il est clair que l'élément P + Q 


est aussi contenu dans #, et par conséquent on a, entre les dimen- 


SiOns dé ces divers éléments, la relation p . q -r<w,ou 


(Ses | _P+i<s+r. 


# 


On déduit de là que, si deux éléments Bas Piet-0;:d res p , 


et g respectivement, RpPAHIEUNeNS à un élément plan d'ordre N, 
tel que p+ g>N, les deux éléments P et Q ont en commun un 
élément plan dont l’ordre est au moins égal à p+gqg—N. 


AL.” 
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+ 


On démontrera de même, par voie de récurrence, que, si k élé- 
ments plans P,,..., Pr, de dimensions pi, ..…., px, ont en commun 
un élément plan d’ordre r, et sont contenus dans un élément plan 
à & dimensions, on a l’inégalité 


(1!) | Epi L(k—1)s +r. 


Toutes les fois que la somme 2pi est supérieure à (k—1)5,on 
peut donc affirmer que les X éléments P; ont en commun un élé- 
ment d'ordre Ep; —(k —1)s au moins. | 


Remarque 1. — Si les équations da élément plan à p dimen- 
sions ont été résolues par rapport à da sis .…, d2,, par exemple, 
il figure dans ces équations p(n —p) coefficients arbitraires, et 
deux éléments correspondant à des systèmes différents de valeurs 
de ces coefficients sont distincts. Un élément plan à p dimensions 
de l’espace à n dimensions dépend donc de p(n— p) paramètres 
arbitraires. $ | 

Plus généralement, soit P. un élément à p dimensions; il ren- 
ferme une infinité d'éléments Q à g<<p dimensions. Pour savoir 
de combien de paramètres dépendent ces éléments Q, supposons, 
comme tout à l’heure, les équations de l’élément P résolues par 
rapport à dx, ,,, …,dæx,. Pour avoir un élément Q à qg dimensions 
contenu dans P, il. suffit d'établir pe q relations linéaires et 
homogènes entre dx, .…, dæ,. On introduit ainsi q(p— gq) coeffi- 
cients arbitraires, en supposant, par exemple, ces équations réso- 
lues par rapport à dxy41, …, dæp. Les éléments plans à q dimen- 
sions contenus dans un élément plan à p dimensions dépendent 


donc de q(p —q) paramètres. 


Par exemple, un élément plan à p —1 dimensions, contenu dans 
un élément à p dimensions, dépend de p—1 paramètres. 

Remarque I1. — Soit P un élément plan à p dimensions, repré- ù 
senté par un système d'équations 


OÙ 6), Op, se _, sont n —p formes de Pfaff RE CE On Fonte 


d’une infinité de manières, trouver p nouvelles formes de Pfaff 
yo M) foOTMant avec w,, &,, .…., w,_,, un système de 7 formes 


x Li el ‘FÉES Na L 272 "2 de PEL Fe pd | s nr Tr a" Ne Là 1 "te 
PLYÉ DST AM Nr TE 71 she HE eut 5 ARE ES SET ES ER Last NN ge + 
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linéairement distinctes, et toute forme de Pfaff est une combinaison 
linéaire de ces n formes. Tout élément plan Q à q dimensions est 
donc représenté par un système de n — q relations linéaires entre 
les n formes w;, rx, dont les coefficients peuvent être des fonctions 


quelconques des variables æ;. Pour que cet élément à g dimensions 
renferme l'élément à p dimensions représenté par les n — p équa- 


tions w; — 0, il faut et il suffit que les n — q relations qui définis- 
sent l'élément Q ‘soient vérifiées identiquement quand on y 


L . \ 
fait wi, —0,..., 0, ,—0, quelles que soient les valeurs de 
Ty Tor ce.) Te Il faut donc que les formes w,,:.., w,_, figurent 


seules dans ces relations. Donc, tout élément plan Q à q dimen- 
sions; renfermant l'élément plan P à p dimensions défini par 
les n— p équations w; —0o (1 — 1,2, ..….,n — p), est défini par 
un système de n—q relations linéaires distinctes entre les 
formes 6,;..., 072; 

La réciproque est évidente. En particulier, tout élément à p + 1 
dimensions renfermant P est défini par un système d’équations de 
la forme | 


M 


2 ln_p 


? 


et dépend de ñn—p— 1 paramètres. 

On verrait comme tout-à-l’heure que tout élément à g dimen- 
sions renfermant un élément à p <Z q dimensions dépend en géné- 
ral de (g— p)(n — q) paramètres. | C 


_. 82. Eléments intégraux d’ordre quelconque. — Un élé- 
ment intégral à p dimensions d’un système de Pfaff est un élément 
plan à p dimensions, dont tous les éléments linéaires sont des élé- 
ments intégraux de ce système, et dont deux éléments linéaires 
quelconques sont en involution relativement au même système. Un 

_élément de cette espèce sera représenté par E,,, l'indice p représen- 
tant le nombre de dimensions. Un élément du premier ordre sera 
représenté par E,, ou par la lettre e, qui peut être affectée d’un 
indice quelconque. | | vs 

Il résulte immédiatement de cette définition que tout élément 
plan à un nombre quelconque de dimensions contenu dans un 
élément intégral E, est aussi un élément intégral. Ces éléments 
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intégraux s’introduisent naturellement dans la recherche des mul- 
tiplicités intégrales du système de Pfaff. Supposons, en effet, que 
par le point A(æ,, ..…., æ,) de l'espace à n dimensions il passe une 
intégrale M, définie par les relations 


05 FREE, es RE 0 
Tous les éléments linéaires issus de À et appartenant à M, véri- 
fient les n—p relations df, —0, :.., df,_,—0, et forment un 
élément plan P à p dimensions. Nous savons d’ailleurs que tous 
ces éléments linéaires sont deux à deux en involution (n° 3). 
D. L'élément plan P est donc un élément intégral E,. Pour qu'il passe 
“ei par le point À une intégrale à p dimensions du système de Pfaff, 
ï il est donc nécessaire qu'il existe au moins un élément inté- 
gral E, issu du point A. Mais cette condition n’est pas suffisante. 
Pour trouver une limite supérieure de l’ordre des intégrales d'un 
système de Pfaff, on est donc conduit à chercher l’ordre maximum 
des éléments intégraux issus d’un point quelconque de l'espace. 
Soit e, ou E;, un élément linéaire intégral ; pour déterminer un  : 
élément intégral E, passant par E,, il suffit de lui adjoindre un 
autre élément linéaire intégral e,, en involution avec e,. Il est clair 
en effet que tous les éléments linéaires ke, + Xe, sont intégraux, 
..  : ’ et que deux éléments linéaires quelconques Rey + Àses, Les + 6 


| sont en involution, car les covariants bilinéaires formés avec ces 

| FC deux éléments sont égaux, à un facteur près, aux covariants 
".. . bilinéaires formés avec les deux éléments Es 69e DOI E, — — (€,, €2) 

: 10 l'élément intégral ainsi obtenu. Se ue 
A * Pour avoir un élément intégral E, passant par E, il suffira de 

; lui adjoindre un élément linéaire intégral e., n'appartenant pas 

à E,, et en involution avec e, etes. Il est clair, en effet, que tous 


les éléments linéaires Xies + Àe, + Àe3 sont intégraux, et on 
_montre comme tout à l'heure que deux quelconques de ces élé- 
4 Uk ments sont en involution. L'élément intégral E, ainsi obtenu sera 
TS représenté par (e,, e,, e;) ou par (E,, e,). La méthode est générale. 
Pr SoitE, — (e,, &, …, e,) un élément intégral d'ordre p, déterminé 
par p éléments linéaires intégraux distincts, e,, l», +, E9s deux à 


deux en involution. Pour obtenir un élément intégral E,,, renfer- 


mant E,, il faut lui adjoindre un nouvel élément linéaire inté- 
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gral e,,:; n'appartenant pas à E,, qui soit en involution avec 
les p éléments e,, &, .…., e, 

S'il n'existe pas d’ élément, linéaire intégral satisfaisant à ces 
conditions, E, n'appartient à aucun élément intégral d'ordre supé- 
rieur à D. 

D'une façon générale, un élément intégral E, est abtormhé 
par p éléments linéaires intégraux distincts, et Hop à deux en 
involution, e,, e,, …, e,. Un élément linéaire intégral &, qui est en 
involution'avec les p RSR linéaires e1, €, ..…., e, est en involu- 
tion avec tous les éléments linéaires de l’élément E, qu'ils déter- 
minent; nous dirons que & est en involution avec E,. L' ensemble 
des éléments & en involution avec un élément E, En aussi un élé- 
| ment plan H(E,), que l’on appelle l'élément ie de E,. Soient, 
AG effet, C1, Egs +. €) UN Système de p éléments lHnee distincts 
de E, . Les een polaires H(e,), ..., H(e,) de ces divers élé- 
ments linéaires sont évidemment des éléments plans, et H(E,) se 
compose des éléments linéaires qui appartiennent à à la fois à ces 
p éléments plans H(e;); c'est donc aussi un élément plan. L’ élé- 
ment polaire H(E,) de l’élément intégral E, contient évidemment 
l'élément E, lui-même ; il a donc au moins p dimensions, se "El 
n° a que p HAUT il se confond avec l’élément E, lui-même. 
Il est important de remarquer que H(E, ) n’est pas nécessairement 
un élément intégral ; le cas où il en est ainsi sera examiné plus 


loin (n° EU 


| 83. Détérminstion des éléments intégraux. — SoitE,_, 
un élément intégral d'ordre p—1, déterminé par p— 1 éléments 
linéaires distincts e:, Ego es Cp_4 Pour obtenir un élément inté- 
 gral E, renfermant E,_,, il faut joindre à E, _, un élément inté- 
gral e,, non contenu dans E, _;, et en ebleito avec E, “AGet 
ant e, doit donc appartenir à l'élément polaire UC, 1)» et. 
AR De en adjoignant aux éléments e,, Bas dir et UD ETS. 
mente, appartenant à H(E,._,) et non contenu dns E,_,, ondéter- 
mine un élément E, renfermant E,., . Si lé lément polaire H(E,_;) 
se confond avec E,_,, il n’y a pas d’élément intégral E, conte- 
nant E,,. Si H(E,_;) est un élément à p dimensions, il forme 
lui-même un élément E, renfermant E,_,, et c’est le seul élé- 
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ment E, contenant E,_,. Prenons enfin le cas où l'élément polaire 
H(E, _ En) est à PD—1+rp. -dimensions () (» > 1). Cet élément 
H(E,_;) est alors déterminé par les p — 1 éléments e,, TRAVEL PA 
et par r» éléments, ,, er, n'appartenant pas à Ep1, les 
p -— 1 + r» éléments 


: r ! F 
Ci; Cas …… Cp—1° € 1» Co» .…. A 


étant distincts, et tout élément & de H(E,._,) est de la forme 


BE Ne PP On T PP ee INDE bre’ rh 


Soit Q l’élément plan à r, dimensions déterminé par les r, élé- 
ménts'e sels, %, QUE cet élément Q n’est pas nécessairement un 
élément intégral, et n’a aucun élément linéaire commun avec E,_,. 
Tout élément E, contenant E,_, est déterminé par E,_, et un élé- 
ment & de H(E,_,) n’appartenant pas à E,_,, ou, ce qui revient au 
même, par E,_, et un élément e’ de Q. En effet, l’élément à pdimen- 
sions (E,_,, &), où & a l’expression écrite ci-dessus, est évidemment 
identique à l'élément (E,_,, e!), où 


NT AUS PE À Br Er, 


Tout élément E, contenant E,_, a donc un élément linéaire 
commun avec l'élément Q. Il ne peut avoir plus d’un élément 
linéaire commun avec Q. Si, par exemple, un élément E, avait en 
commun avec Q les deux éléments e/,,e’,, les p + 1 éléments 
Cys +. Ep y €, €} ne seraient pas distincts, contrairement à 
l'hypothèse. Les éléments E, contenant E,_, correspondent donc 
d’une façon univoque aux éléments linéaires de l'élément Q à 
r, dimensions ; ces éléments E, dépendent donc de r, — 1 para- 
mètres. | | 

Lorsque r, est nul, l'application de la règle conduirait à une 
valeur négative pour le nombre des paramètres dont dépend 
l'élément E, renfermant E,_,; nous avons vu que dans ce cas il 
n'existe pas d’élément de cette espèce. Sir, — 1, nous avons vu 
qu'il y à un seul élément E, contenant Eu 


l 


(:) M. Cartan désigne par 0 + 1 le nombre que je désigne par ry. 
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La proposition s’applique aussi pour p — 1. Un élément d’ordre 
zéro E, est constitué par un point (x,,.…,x,); l'élément polaire 
H(E,) se compose de l’ensemble des éléments linéaires intégraux 
issus de ce point. Ces éléments linéaires forment une multiplicité 
ponctuelle à 7, = n — r dimensions, et les éléments linéaires inté- 
graux qui renférment E, dépendent bien der, —1 paramètres. 

Prenons encore p —2. Les coordonnées d’un élément linéaire 
intégral en involution avec un élément linéaire intégral e, doivent 
vérifier les 2r relations | 


Hi 0, RQ 0, (Ü—1,2,...,r). 
à | PR PSE | 

Si l'élément e, n'est pas un élément singulier, les r équations 
w'; —= 0 se réduisent à s relations distinctes, s étant le caractère du 
système (n° 71). | 

Les éléments linéaires intégraux en oo avec e, forment 
donc une multiplicité ponctuelle à n — r —s dimensions, et. 
lfonan—r—$— 1; + r:,ou | 


D 


la —=N—T—S—I1. 
Les éléments intégraux E, qui renferment e, dépendent donc. 
den 2T- S$ 3 paramètres. Si n—=r+s+2,1l y a un seul 
élément intégral E, passant par e, ; c’est, par exemple, le cas pour 
le système le plus général de deux équations à 6 variables (n —6, 
= ge), On le vénhe facilement au moyen de LÉ 
géométrique du n° 70. ; ( 
Si l’on a n << r + s +2, un élément e, non singulier n° appar- 
tient à aucun élément intégral E:. Tel est le cas d’un système de 


deux équations à cinq variables et de classe cinq (n° 76);ona 


Les PRE r’ vont en diminuant quand lindice p croît. 

Soit E, un élément intégral à p dimensions et E,_, un élément 
intégral à (p — 1) dimensions contenu dans E,. L'élément 
poire. H(E,) à 2 AA PRE Re ést évidemment contenu dans 


0 S "ed 
2 Re AT 
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l'élément polaire H(E, _ ï HA +r Abe car tout élé- 
ment linéaire intégral en involution avec E, est aussi en involution 
avec E,_:. On a donc, entre les PR A de ces deux éléments, 


l'inégalité p + rosa KP —1L.+ lys OU 
(2) | rp2 pti À 1 . 


Cette inégalité subsiste SHARE si 7,41 0; elles RARE 
aussi pour p—=1. | 

La différence r, — ri, est au plus égale à r + 1. 

Considérons, en effet, un élément E,, et l'élément polaire 
H(E,_,), qui est déterminé par E,_, et PA r’ éléments linéaires, 


que nous représenterons par 


€, € € | 
9. à CRC DS QE 1 
41P à 


n’appartenant pas à Eva Un élément ES renfermant l’élé- 
ment re y» ©) Sobtient en adjoignant à E, un élément 
= Mu +... + rte en involution avec €. Les para- 
mètres À, …, kr, 4 doivent vérifier r relations linéaires qui ne 


sont distinctes que si le caractère s du système est égal à r, et, 
comme ces paramètres y figurent d’une façon homogène, l’élé- 
ment E,,, qui contient E, dépend au moins de LT Ar 
mètres distincts. On a done 


lp 2 — PKPyui D 
c’est-à-dire | 

Il est à remarquer que tel est évidente si Fe — r—2 est 
négatif ou nul. Elle s'applique aussi pour r, 1 —0. 

Si les coefficients du système S sont quelconques, il est clair 
que les r relations, qui expriment que les éléments e, e' sont en 
involution, sont distinctes, et l'on a r,—r, {ir +1. Dans ce 
cas, le caractère s est égal à r, et l'on a bienr,—r,;=r +1. 

Remarquons, une fais pour toutes, que les nombres r, allant en 


diminuant, on finira par en trouver un ry}4=—0 (voir n° 85). Les 
nombres r, d'indice supérieur à g + 1 n'existent pas. On suppose 
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toujours dans les raisonnements que l Rite p est inférieur ou au 
plus égal à g. | | | 

Il existe une relation d’inézalité très simple, entre trois nombres 
consécutifs 7, lotir lpoe DOI E,_, un élément intégral contenu 
dans un élément intégral E, 1 = (E,, ©, €’). Les deux éléments 
E,—(E,,:) et E,—(E6,,,:") sont distincts et contenus, dans 
E,:,. Soient H(E,_,), H(E,), H(E',), H(E,41) les éléments polaires 
correspondants de ces quatre éléments intégraux ; le premier a 


-_ p—1+7r, dimensions, le second et le troisième ont p+r,;: 


dimensions, et le dernier a p+1+7,,: dimensions. Tout élément 
e de H(E,;,) appartient aux deux éléments H(E,) et H(E,), 
inversement tout élément commun à H(E,) et H(E',) appartient à 
H(E, 1). D'autre part, les deux éléments H(E,), H(E,) font partie 
de H(E,_,). On a donc, en vertu de la relation générale (1), entre 
les dimensions de ces quatre éléments, | 


e 


PR ATe4 SR APRES LPrORS 


_ 


inégalité que l'on peut encore écrire 


FAR | PRÉ de ne NE 


La démonstration s'applique quel que soit p, pourvu que les 
nombres 7, lys Treo existent. La différence Ty — loyi ne peut. 
donc ets avec p. 

La relation (3) est elle-même une conséquence de l'inégalité (4). 

- Onaeneffetr; — Pas +1 I<r+ 1 ,etparsuiter, — Po LT 14 
ae que soit BE 


_ Remarque I. — Dans la définition du nombre r, relatif à un 
. élément intégral E,_;, nous supposons que cet élément E,,_, est un 
élément arbitraire de cette espèce. Pour certains éléments E,_ 
choisis d’une façon particulière, il peut se faire que les éléments 
linéaires en involution avec E,,_, forment une multiplicité à plus 
_de p—1+7r, dimensions. De tels éléments sont appelés éléments 
singuliers. Un élément E, (x, x,0, Ty °) peut lui-même être 
singulier, si, pour les coordonnées de ce point, tous les détermi- 


_nants se ordre r déduits du tableau des coefficients du système de 
rés G. ‘Prob. AA | ” 23 154 
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Pfaff sont nuls. Les éléments linéaires intégraux issus de ce point 
forment alors un élément plan à plus de 7 — r dimensions. 
Remarque II. — Soit I} le nombre de paramètres dont dépen- 
dent les éléments É)4, qui renferment un élément non singulier E,, 
en supposant bien entendu qu’il existe de tels éléments, c APT 
que p-+ q est au plus égal à g (voir n° 85). Les éléments Hbc 
qui renferment l’élément E, dépendent par hypothèse de LÉSE de para- 
mètres. Chaque élément non singulier de cette espèce appartient à 
son tour à oo +411 éléments Epig. Le nombre If est donc au 
plus égal à Le Fa pig — 13 mais, pour avoir la valeur de 15, il 
faut diminuer le nombre eee du nombre des paramètres 
dont dépendent les éléments E+7-41 qui renferment l'élément E, et 
appartiennent à un même élément E)+4. Pour évaluer ce dernier 
nombre, il suffit de raisonner comme plus haut (page 350). L'élé- 
ment Ep+g est déterminé par les p éléments e:, €, Pen ê, qui déter- 
minent E, et par g éléments e’,, …, e", distincts des premiers. 
Soit Q l'élément plan à g dimensions déterminé par les q élé- 
ments linéaires ei, ..…., e". Un élément E»+4-1 contenant E, et. 
contenu dans E,+4 est déterminé d’une façon univoque par un élé- 
ment à g—1 dimensions contenu dans Q. Ces éléments Ep+g1 


dépendent donc de g — 1 paramètres et l’on a 


BE + rpg 1 —(g—1) = + rptg —d- 
De la formule pe = ry3, — 1, On déduit donc par récurrence 
la formule générale , 
(5) = rp4t TE rpdg= 142 ++ 9] 


= Tp+41 He + rpg — LED 2. 


2 
_ En particulier, les éléments E, qui contiennent l'élément E, 
dépendent de | 


(6) | mm + Pie r, — PEN 


paramètres. 


De ce qui précède VERRE la possibilité, au moins théorique, de 
déterminer les nombres r, par des calculs linéaires, et de former 


les équations des éléments intégraux des divers ordres. Nous 
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allons indiquer, au paragraphe suivant, comment les calculs 
peuvent être effectués. 


84. Calcul des nombres r,. — Tout élément intégral E, est 
représenté par un système de 7 — p relations 


(Ep) Di PEN, D? — 0; +) Dpp — 0; 


Gi; Dos... w, y tant 2 — p formes de Pfaff distinctes ; les r formes 
©,,.…., © qui figurent dans les équations du système $ font partie 
des précédentes, ou en sont des combinaisons linéaires. 

Pour qu’un élément linéaire intégral (ôx,, ..…., dx,) soit en invo- 
lution avec l'élément E,, il faut que les r équations 


r ! 
Ui— 0, ...,0p— 0 


soient vérifiées par tous les éléments linéaires (dx,, …, dx,) qui 
satisfont aux équations de E,. Si on ordonne l’équation w'; = 0 
par rapport à dx,, .:., dæ,, elle prend la forme 


Di Qa($)dx, + Qa(ô)dx, + …. + Qin(ô)dLn — 0, 


RÉ SANTE étant de nouvelles formes linéaires en d%1, d&,, ..…., dx. 
Pour que cette équation w°; —.0 soit une conséquence des équa- 
tions de E,, il faut et il suffit que tous les déterminants d’ordre 
n — p + 1 déduits de la matrice formée par les coefficients de 


dæx,, .…, dx, dans les n—p + 1 équations 


soient nuls. En prenant successivement 2 —1, 2, …,r, et en adjoi- 
gnant les r relations w;(9) —0, on obtient N équations de Pfaff 
distinctes que doivent vérifier les dx: pour que l'élément corres- 
pondant soit en involution avec E,. Il suffira de remplacer dans ces 
équations dx; par dx; pour avoir les équations de l’élément 
polaire H(E;). Cet élément ayant au moins p dimensions, puis- 
qu’il contient E}, le nombre N est au plus égal à n—p; si l’élé- 
ment E, n’est pas un élément singulier, on a, d’après la définition 
du nombrer,,,, n—N=p+r,,yet parsuiter,,,—=n—p—N. 

Lorsque Îes équations de E, sont résolues par rapport à n — p 
des différentielles, on peut opérer plus simplement. Si, par exem- 


ALLO AE EC 
Mo d * k , 
PAC MR dE Gi <: 
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VE 
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ple, on a résolu ces équations par rapport à CELENE SET dx, TER 
remplaçant dæ,4; ++.) dx, par leurs expressions au moyen de. 
dax, …, dæp. dans les équations w';—0, on aura les équations 
de H(E) en égalant à zéro les coefficients de dx, ..., dx) dans 
les résultats de cette substitution, et en adjoignant les équations 
Wi—O. : - | | 

Puisque l'élément sans H(E») contient l'élément Ey, les 

—n—p—r,,, équations de cet élément sont de la forme 

(n° 81) see 

Ajwi.+ Ajïom ne ... + Ai, n—pOn—p = 0, (123, 2 BYE 


Tout élément E, . renfermant Ep est inerte représenté Fe 
un système d’ équations de la forme | 


4 "509, Le Onp 
« , on Xe 


— 
——. D 4 0 —+ 


bnp 


Pour que l'élément plan : àap+i dimensions représenté par. ces 
équations soit un élément intégral E,,,, il faut etil suffit qu dhes 
soit contenu dans l'élément H(E}), c’est-à-dire que les n —p para- 
mètres À vérifient les N relations linéaires distinctes 


Anh + Amd fi .… + Ai, ETS y= 0, (RS 2, N}. 


Il ya donc. n—p—N— r)x1 de ces paramètres qui restent arbi- 
traires et, comme ils figurent d’une façon homogène dans les 
équations de E,,,,, on voit bien que ces éléments E,,, dépendent 
bien de r,,, — 1 paramètres arbitraires, comme on l’a reconnu 


directement. 


L'emploi des formes symboliques de différentielles permet de former 
d’une façon très symétrique les équations de H(E; ). Puisque Ey est un 
élément intégral, on a les r congruences 


&/; + O, | (mod. TD15 V9, .., On_p)) 
que l’on peut écrire , 


&'j = Ÿ Annonisk + QT És . + Sp (es 125306 7 
h,k | 6 


Ta, Ro, Rp étant des formes de Pfaff qui forment avec wi, Ga, ..., On_p 
un système de n (orines distinctes, et les IPS Qi étant des combi- 
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naisons linéaires des formes 4, ..., m,_,. Les éléments linéaires inté- 


graux en involution avec E, vérifient les relations 


EE œi(d) — o, Qk(d) =0,. 


et inversement. Il suffit de remplacer à par d pour avoir les équations 


de l’éiément polaire H(E,). On vérifie bien que les -premicrs membres 


sont des combinaisons linéaires de m1,..., ©». Les conditions qui 
expriment que les »—p équations &:—0o représentent un élément 
intégral de S expriment aussi que le système S fait partie du système 
dérivé du système de Pfaff Si des n—p équations wi —0. La recherche 
d’un système S, jouissant de cette propriété revient donc à la détermi- 

nation des éléments intégraux de S. | | SEE 


L'application de cette méthode permet de déterminer de proche 
en proche tous les éléments intégraux d’un ordre quelconque d’un 
système de Pfaff. Supposons, pour fixer les idées, que le système 
donné puisse être résolu par rapport à ŒE  lilés,: 3ddr- UR 
aura les équations générales d’un élément intégral du prèmier 
ordre E, en adjoignant aux équations de S les n— r — 1 équations 


Tr 42% dEmtet mÈCLET dEn 


l 4e )e re RE 


où À, .. , An=r Sont arbitraires ; pour des valeurs quelconques de 
ces paramètres, on aura un-élément non singulier. 

On peut ensuite, en appliquant la méthode générale, former les 
équations d’un élément E, contenant E,, et cet élément E, dépen- 
dra de r,—1 nouveaux paramètres. En continuant ainsi, on 


obtiendra de proche en proche tous les éléments intégraux à un 


nombre quelconque de dimensions. On n’est arrêté dans l’applica- 
tion de la méthode que si l’on arrive à un élément E, qui est iden- 
tique à son élément polaire. Il est clair que ce procédé permet de 
former les équations de tous les éléments intégraux, singuliers ou 
non singuliers. $e à 

. Siles paramètres dont: dépend un Hénent E, ne satisfont for 
aucune relation d'égalité, cet élément n’est pas singulier ; si ces 


_ paramètres sont tels que l'élément polaire H(E;) ait un nombre de 
dimensions supérieur au nombre normal pour un élément quel- 


conque d'ordre p, cet élément est un élément singulier. | 
Il est évident que l’on n’a que des calculs linéaires à effectuer, et 
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les coefficients des différentielles dæ; dans les équations de l’élé- 
ment E, le plus général à p dimensions sont des fonctions ration- 
_nelles de certains paramètres. Le nombre des paramètres distincts 
dont dépend l’élément E, a été calculé plus haut (n° 83). 


85. Genre d’un système. — Considérons la suite des nom- 
bres r.,, Don ses Tprore qui ont été définis plus haut, et qui vont en 
diminuant avec l'indice, et soit r, le dernier de ces nombres qui 
soit différent de zéro. Le nombre g correspondant s’appelle le 
genre du système; pour un système de genre g, la suite des 
nombres r, s'arrête donc à r, et l’on a la suite d’inégalités 


(7) Ft Pr Ty 1 Ty oi 


Le nombre suivant 441 serait nul; l'élément polaire d’un élé- 
ment Ey est à g dimensions seulement et se confond avec E, lui- 
même, si cet élément ne satisfait à aucune condition particulière. 

Il est facile d’avoir une limite supérieure du nombre g; en effet, 
puisque les nombres r, vont en diminuant d’une unité au moins 
quand on passe d’un nombre au suivant, on a ry <r1 —(g — 1), 
ours LAn+1i-r— g,et, comme r, est au moins égal àäun,ona 
g<Kn—r, résultat évident a priori, car il ne peut y avoir d’élé- 
ments intégraux à plus de n—r dimensions. Dans le cas où 
g—=n—r, il passe un élément E, - par chaque point de l’espace 
et un seul, et le système est complètement intégrable, On peut 
confirmer ce résultat en observant que g ne peut être égal à n —r 
que si toutes les différences r» — rai sont égales à l'unité. En 
particulier, on doit avoir 7, =7; + 1, et le caractère s doit être 
nul. Inversement, si le système S est complètement intégrable, 
deux éléments linéaires intégraux quelconques sont en involution 
et l'élément polaire d'un élément intégral d'ordre quelconque 
H(E,,_,) se compose de l’ensemble des éléments linéaires intégraux 
issus de E,.On a doncp—1+rn =n-r,ourp=n—r-—p+t1. 
Les nombres r;,r,,r;, .… vont donc en diminuant constamment 
d'une unité jusqu’au dernier ry, où g—=n—r, qui est égal à 
l'unité. | 

On verra un peu plus loin (p. 362) une limite inférieure du 
nombre g. 
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En résumé, pour un système de Pfaff quelconque, il existe 
une suite de g nombres entiers positifs décroissants, tels que : 
Par un point arbitraire E, de l'espace, il passe LT dt 
ments E, ; | 3 
Tout élément E, non singulier appartient à 27 éléments E, ; 


# » md . , “ La —1 , # 
Tout élément E, non singulier appartient à © 3  élémentsE, ; 


- L] L L2 » L . « » L° ro . - + E L2 . L2 LA L] » 


Tout élément Ey-1 non singulier appartient à 97 élé- 
ments Es, si ry >1, et à un seul élément Eg, si rg —=1 ; 

Un élément E,; non singulier n'appartient à aucun élé- 
ment Eg11. | . 

Cela ne signifie pas qu’il ne peut exister d'éléments intégraux E,, 
à plus de g dimensions; mais, s’il existe de tels éléments, tous 
les éléments Ey qui y sont contenus sont des éléments singuliers. 
Nous dirons aussi qu’un élément E,,, dont l’ordre m dépasse le 
genre du système, est un élément singulier. 

Considérons, par exemple, le système de deux équations (n° 76) 


on a, pour deux éléments en involution, 


] 


ÉD 2 5 
w', = 42,0%, — dx,0%, = 0, 


w', = dr,8&, — dx,èæ, = 0. 


Ces deux équations, où l’on regarde 9x,, dæx,, dæ, comme les 
indéterminées, n’admettent pas d'autre solution que 


di dx « 0x 


NE du — dr dr 


L 


si dx, n’est pas nul. Ce système est donc de genre un, et un élé- 
ment intégral arbitraire E, n'appartient à aucun élément E,. Mais 


si l’on a dx, —0, les deux équations w',— 0, w',—0 se réduisent à 
une seule 3%, — 0. Par chaque point de l'espace il passe donc un 


élément du ‘second ordre E:, défini par les équations dx, — 0, 


_ dæ, = 0, dr, — 0, quoique le système soit de genre un. . 


D'une façon générale, supposons que par un point quelconque 
de l’espace il passe un élément intégral E,, et un seul ; le genre g 
du système est au plus égal à m et, s'il lui est égal, le système est 
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complètement intégrable. D'abord, il est évident que le genre g ne 
peut être supérieur à mn, car, si l’on avait g> m, chaque point de 
l’espace appartiendrait à une infinité d'éléments E,,. Si l'on a 
g =m, l'élément E,, qui passe par un point de l’espace, doit con- 
tenir tous les éléments linéaires intégraux issus de ce point. On a 
donc g—=n—r,et nous venons de remarquer que, dans ce cas, le 


système est complètement intégrable. 


Ceci conduit à généraliser la définition donnée plus haut (no 83) 
des éléments singuliers. M. Cartan dit qu’un élément E, est singu- 


lier s’il appartient à un élément Eg+1, qu'un élément E,-1 est sin- 
gulier s’il appartient à plus de "9" ! éléments Fy, ou si tous les 
éléments E, auxquels il appartient sont singuliers, … qu’un élé- 
ment E, est singulier si par ce point passe plus de œ’/17 élé- 
ments E,, ou si tous ces éléments linéaires sont singuliers. 


Les conditions auxquelles doit satisfaire un élément intégral 
singulier étant dés conditions d'égalité, il est clair que l’on peut 


toujours, et d’une infinité de manières, trouver une suite d’élé- 
ments intégraux : 


Es E, 20 E, 


tels que chaque élément appartienne aû suivant, et qu'aucun d’eux 
ne soit singulier. Si tous les éléments d’une multiplicité inté- 


grale M» (p<g) sont des éléments non singuliers, on peut 
affirmer que par M, il ne passe aucune intégrale à plus de. 
g dimensions. Nous verrons un peu DAS loin que par LD il passe 
au moins üne Intégrale My. 


: 86. Caractères d’un système. — Soit S un système de 
genre g. De l'inégalité (4) on déduit que les nombres 7, —r,— 1, 
DT TRE Liste her le Lg — 1, dont aucun ne peut être 


( négatif, Moment une suite décroissante 


(8) En 


la Heron inégalité s'obtient en faisant AT q—1, rgHi = 0 dans 


la relation (4). 
Les nombres de cette suite ont été Abc par M. Cartan CRE 


LT Fr 4 À à s- . e 
br _ caractères successifs du système $S, et on les désigne par la 
E- - î .\ Le 
| lettre Nue sé 
k = lire la A, 
7 So = lo ns + Ta ee 4h | , 


1 SL RL Pos qi lee PE 
SRE rue 


et les ne (8) peuvent s’écrire d’ une façon abrégée : 
 @  a>a>n>. >uupui 


see le premier caractère, est identique au caractère s défini plus 
haut, s, est le second caractère, … Il y a g caractères pour un sys- 


Eu | - qu'às, sont nuls aussi. - 
: Aa RSR les formules (9) membre : à to il vient 


| ++... +8 =n—g=n—r—g, 
= et ten en tre | | à | 
Go) < g=n rs ++. PET 

Si « on pose r=S$,, cette formule devient se 


D ee int ou 


Prenons, par exemple, un système de deux équations à 6 varia- 
bles sans élément caractéristique. On a n—6, r—2, s,— », 


2 r=n—r—=k, ail SI, et par suite g —2, S—0. 


Le système est de genre deux, comme on devait s'y ‘attendre 
d après ce qui a été dit antérieurement (n°s 70, 83). 


"#6 tères sont nuls, et inversement. Il suffit d’ailleurs que le premier 
| __ caractère soit nul pour que tous les autres soient nuls aussi, 


A prus égaux à r, et l’on a les inégalités 


"he r di EE r, —r<r+ L, Rest sn 14 nr enpl ee I el Hd 
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tème de genre g. Quelques-uns de ces caractères peuvent être nuls; - 
_ mais si s, est nul(v  g), tous les caractères : suivants $, te SE - Jus- 


 Lorsqu’ un système est complètement intégrable, tous les carac- 


D’après l'inégalité (3), tous les caractères successifs sont au 
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et par suite r; — rg <(r + 1)(q — 1), ou, en remplaçant r, 
par n—7, | | | 


(1) Nr reat en 

Si le nombre q ne dépasse pas le quotient entier de x parr +. 
ra — 1 est positif, el par suite le système est au moins de genre g. 
Donc, le genre d'un système de Pfaff est au moins égal au quo- 
tient, à une unité près, du nombre des variables par le nombre 
des équations augmenté d’une unité. 
_ Si les coefficients du système S sont quelconques, les inégalités 
précédentes doivent être remplacées par des égalités. Soient g le 
quotient de la division de n par (r +1), k le reste; ona g—g, 


| Pine, IE 
r=n+i—o(r+i),.….,ng=n+i—q{r+i)=k +, 


TE D RE 


En particulier, s’il y a une seule équation w — o, le genre est le 
quotient du nombre des variables par 2; il est égal à p s’il y a 2p 
ou 2p + 1 variables, en supposant bien entendu que les coeffi- 
cients de w ne satisfont à aucune relation d'égalité particulière 


(CF. n° 6). 


87. Systèmes de première espèce. — M. Cartan appelle 
systèmes de première espèce les systèmes pour lesquels 18° 
gième caractère s, est nul. Supposons, d’une façon plus générale, que. 
tous les-caractères à partir de $s, (<< g) soient nuls, le carac- 


tère s._, n'étant pas nul : 


y=—1 
SN 0} 8, = Sy +. —Sg — 0. 
Les nombres r, r,,,, … allant en diminuant d'une unité, on a 


y = Ty lo = Ty — 25 rg = Ty —(g — Y), 


et puisque rg —1,0na 


J=T,+Y—I1. 
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Le plus petit nombre entier v tel que le caractère correspondant 
soit nul est le genre vrai du système. 

Soit E _, un élément intégral non singulier ; l'élément polaire 
H(E,_1) est à r, + y —1 —g dimensions. Get élément H(E,_;) 
est un élément intégral E,. Soient, en effet, s, e’ deux éléments 
linéaires quelconques de H(E,_;) n’appartenant pas à E,_1, E, et E’, 
les deux éléments E, = (KE, 4,e), E°, = (E,_4, e’), les éléments 
polaires H(E,), H(E',) sont à y + r,uy—=v—1 + 7,=g dimen- 
sions, et sont contenus dans -H(E,_;) qui a le même nombre de 
dimensions. Ils se confondent donc avec H(E, _1) et par suite sont 
identiques, de sorte que deux éléments quelconques #:, «’ de 
H(E, _;) sont en involution. Par tout élément intégral E,_, non 
singulier, il passe donc un seul élément intégral E,, qui se con- 
fond avec l'élément polaire H(E,_;); il né peut ÿ avoir un autre 
élément E',; contenant E,_,, car tous les éléments linéaires 
de E', doivent faire partie de H(E,_;). 

nr supposons que l'élément polaire d’un nent inté- 


gral E _, non singulier soit un élément intégral E, (g > v). En 


v—1 
ajoutant à E,_, un élément € de E, n’appartenant pas à E,_,, on 
obtient un élément intégral E, = (4, «), dont l'élément 
polaire H(E,) se confond avec Ey. On a donc aussi 

ds EN lee ONU CAR 
et par suite $, — 0; on démontrerait directement de la même 


façon que tous Les caractères suivants sont nuls. Le genre du sys- 


tème est g puisque tout élément linéaire en involution avec E, 
appartient à cet élément. Le genre vrai est au plus égal à », 


Car 8,_4» $,_9, +, peuvent aussi être nuls. 


Les systèmes de Pfaff pour lesquels il existe des caractéris- 
tiques sont de première espèce. Supposons que chaque point de 
l’espace soit l’origine de y éléments linéaires caractéristiques 
distincts, c’est-à-dire en involution avec tous les autres éléments 
linéaires intégraux de même origine (n° 66). L'ensemble de ces 
éléments caractéristiques forme un élément plan à y dimensions, 


Y Soit g le genre du 


qui est évidemment un élément intégral E 
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système ; tout élément E, non | singulier contient l'élément E, de 


même origine. En effet, si e était un élément caractéristique n ap- 
partenant pas à E,, l'élément E-11—(Ey, :) contiendrait E,. Si E, se 
confondait avec E., tous les éléments linéaires intégraux seraient 
caractéristiques, et le système serait complètement intégrable. 
Soit g—7y+g'; un élément E,; non singulier est déterminé 
par E, et par g léléments linéaires non caractéristiques lys Car: egt. 
1” ren Ey —(e,, e,, ..., e)est un élément intégral contenu - 

dans E,, et son élément polaire H(E4r) se confond avec E,, car, s’il 
contenait un élément € n’appartenant pas à Ey, l'élément (E,, s) 
serait un élément intégral E,}41 renfermant E,, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. ns 


Nous venons de voir que le cs atteré Sa'41 sera nul, et par PR 
g'+ 


le genre vrai d’un système de genre g est au plus égal à 


g'+i=g—y+1, si ce système gamer des RAS 


‘caractéristiques à ÿ dimensions. 


On a vu plus haut que tout système de Pfaff à n variables et de 
classe n—%—n' peut être écrit de telle façon qu'il n’y figure 
que n' variables et leurs différentielles. Pour ne pas multiplier les 
notations, nous supposerons ce changement de variables effectué, 
de telle sorte que les n' variables æ,, x&,, …, æn figurent seules 


Wj, — 0, W, — O0, me Ur —= O. 


Ce système S peut être envisagé de deux façons, suivant qu’on 
le considère comme définissant une famille d'éléments linéaires E, 
dans l’espace à n dimensions (x,, …., æ,) ou comme définissant un 
système d'éléments dans l’espace à n! dimensions (x,, æ:, ., Lni). 
Quand le Se sera envisagé à ce point de vue, nous le dési- 
gnerons par S’. 

À tout élément intégral E, de S correspond un élément E, et 
un seul de $', sauf si l’on avait, pour cet élément E,, dx, — EN NRA k 
dxn = 0. Inversement tout élément intégral E, de S’ est la pro- 
jection dans l’espace à n' dimensions de œ7 éléments intégraux E, 
de S, car on peut choisir arbitrairement les valeurs de dx,,,,.…. 
dæx,. Plus généralement à tout élément intégral E, de S ed dite 
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LEE ue SN 4 
E" : k r = ê ré : : | ESS es, ? 
un élément intégral E’, de S' si les coordonnées de cet élémentE, a 
, - x É É MR A LT | LAS 
2e ne vérifient aucune relation d'égalité. Soient | TE 
AA > : - Fe dr: .. dus | ÔCn'+1; .……, ÔT= ? 7 4 - ‘38 s 
les coordonnées d’un élément ae e du système S en involution c 
avec E, ; l'élément correspondant e” du système S' (22, +. On!) TE 
$ est en involution avec E! D. ; - | A 
Le lieu de l’élément e est un élément plan H(E)à p “ rpdimen- -. : ÈS 
_ sions dans l’espace à r dimensions ; le lieu de l'élément e’ est un 
SG è LAS RE 
élément plan H(E°) à p + r' ot dans l’espace à n ’dimen- re 
P P P P LES 
sions. Mais la différence lp — Th doit être égale à n —n'—7Y, car HITS 
les relations qui expriment que l'élément e est en involution s 
Ve ; té Le og A | | E Le 
< avec E, ne renferment que dx,, .…, dÆ&n, tandis que dXr'41, …., 0x, A 
restent arbitraires. ee _ +. HORS 
: Mers PARTS 4 rs e 
_On a done, pour le système S', PL Æ 
ME os jm a 7 pret à : k À Nr <È 
DUT ST ... Sp — Sp: à À 
Le genre du système S' est Hiue de y unités, mais les carac- 
tères s' 24 RENE pee ” sont égaux respectivement À Sy3 82». Sy" | 
- Considérons, en particulier, un système formé d’une seule S 
équation à 2p + 1 variables et à coefficients quelconques. IL suffit 4e F 
Bu de faire, dans les formules enrales du n° 86, NID ATEN; EX MÉONREE 
| le genre g est égal à p;et l’on a sa D TORRES 
| # er. A 
RTS PEN li 2D; | Canoe À QE lp = 2; ; SA KES 
Re PER 2 ME RATE NE Le 
Une At de Pfaff à n variables et de classe 2p +1 < fl ;L{ 0 NN 
(s' forme un système de première espèce pour lequel on à = : #7 
à g=n—p+i à 
AE Les p premiers caractères sont égaux à ue et les Juivants - 
MS sont nuls. : | # 
rs 88. Théorème d’existence. — Après avoir étudié la compo- Re | 
si re 1 Me Le as D 
sition des éléments intégraux d’ordre quelconque, 1l nous reste à SE. 
ve _ examiner la question essentielle. Etant donné un système de Ac 


mt EN à" ET Jun 
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Pfaf S de genre g, peut-on assembler les éléments intégraux 
d'ordre p (pq) de façon à obtenir une multiplicité intégrale M,, 
et quel est le degré d’indétermination du problème ? Nous ne nous 
occuperons que des intégrales M, non singulières, c'est-à-dire dont 
tous les éléments E, ne sont pas des éléments singuliers. 

Il est évident, ainsi qu’on l’a déjà remarqué à plusieurs reprises, 
que le système S admet une infinité d’intégrales à une dimen- 
sion M;, dépendant de fonctions arbitraires d’une variable, qui 
s’obtiennent par l'intégration d'équations différentielles ordinaires, 
quand on a choisi ces fonctions arbitaires. Comme toute inté- 
grale M,,, renferme une infinité d’intégrales M,, on est conduit à 
se poser le problème inverse, c’est-à-dire à rechercher les inté- 


_ grales M,,, passant par une intégrale M,, le nombre p étant sup- 
‘posé inférieur à g. Le théorème suivant, dû à M. Cartan, est 
P T ) 


fondamental. 
Par toute intégrale non singulière M,, il passe au moins une 


intégrale M,,4, st le genre du système est supérieur à p. Il en 


passe une et une seule, si chaque élément intégral E, non singulier | 
appartient à un élément intégral E,,, et à un seul. Il en passe 
une infinité dépendant de bp fonctions arbitraires de p + 1 argu- 
ments, si chaque élément intégral non singulier E, appartient 
à 2° éléments intégraux E,,,1. 


. . “ , £ LA | | 
Le nombre p est identique à r,,1 —1,r,4, étant le nombre 


? 


défini plus haut (n° 83). 


Soient Eh? un élément particulier non singulier de M,, et 
1°, …, 2,9 les coordonnées du point de l’espace à n dimensions 
d'où est issu cet élément, Comme nous ne considérons que des 
multiplicités analytiques, nous pouvons supposer que, dans le 
voisinage de ce point, z—p des coordonnées d’un point de M, 
sont des fonctions holomorphes des p autres coordonnées, que 
nous appellerons æ, æy, .…., Æp, de sorte que la multiplicité M, est 


représentée par le système d'équations 
(12) Lpya = Ps ++. Lp) 
 Lpt2 CAGE css Dp}r à 8 3 Da = PnepU vee) Tp). 


Toute multiplicité M,., passant par M, peut être définie en se 
donnant %,41, .…, &, en fonction de x, ..., x), et d’une autre 
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1 variable x', ces fonctions étant telles qu’elles se réduisent aux RES 
précédentes +, ©,, …, quand on prend pour x’ une fonction conve- Re. 
Ar LE DAS, 
nable de x,, &,, .…, æp. Il est évidemment permis de supposer que nn: - 
cette variable x’ est une des variables x, ,,, .…., æ,. Nous suppose- ; 54 
rons, pour fixer les idées, que c'est æ,,, et, pour plus de clarté + 100 
LAS 
dans les notations, nous remplacerons &,,, par (2, …, &p) +, te 
L ne 
et nous désignerons les variables x,,,, ..., æ, par £,, 2, .…., 2, RL. 
CR. Go! 
_le nombre m étant égal à n — p— 1. Avec ces notations, les varia- 7:70 
bles qui figurent dans à système S sont 1:10 
= < "ed 
. ‘ | ÿ S + 72 | 
è re a …… Lp; TL, Zi Zos ..……, Zn 72 ; a F4 ps + 
la multiplicité intégrale M, connue est représentée par le système 
d'équations | | 
(13) TL ee 0, Fi Zà —= ACTE s…… Lp); St ., Em = PL …., Lp)}; ; _ 3 ne 
et toute multiplicité M,,, renfermant M, est à son tour représentée be: 
par les m équations = | | 442 
(14) È Z1 — (x, Li: .., Lp); .. es == P,(T, Lis … Lp); É 2 DE 
F . ; , . n É . À 2 É 
les m fonctions ®,, …, ®,, devant se réduire à ,, ..…, o,, respecti- 2€ 
vement peur æ—0, et étant holomorphes dans le domaine du 
point æ=— 0, Li = Li : NT . 2 de 
1 Pour exprimer que les équations (14) eichen une inté- Be 
grale M,:1, on peut écrire que tout élément E,., de cette multipli- a | 
cité est un élément intégral du système. Or tout élément Ep+: a: 
de M;+, est défini par les p +1 éléments linéaires distincts ETES 
DR A CAR UP Rp PME ri er à EC NE EEn6 0 VON SI SS 
CRAN NÉE A ST PET. LR Re 
de dx dX2 D Da CRC ÉTT SNS Re 
À li De te — FES DR cr VOS COR ne PARTS | … ‘TR 7e) 
k LE (s) (e] (e] d£Z4 dm * 25 
: : ui ai\ dT1 T1 25 4 
o, di dm, de, __de__ dns dre 4 
nn P 0 : NÉE ra I [e) d£1 L'OPERAE, re dE L à 4 5 
Ces p + 1 éléments linéaires doivent être intégraux et deux à. ++ 100 
deux en involution. Pre | | 2160 
1 %S 
é 4 “e / =” 
4 : L D: 
ent « | 20 
RESAR 2 r.: n'HNEES 
ar Ve # DER, - 
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__ Soient | Rat F4 EN MT UE ET ÉCORRE 
Le. ©) — ardx + ardt +. + akpdLp + bidz, + +. + Hntlenee DU 
: | UE 17 Tr) 


LE les r équations du Ro Ve Nous poserons : CR LA FORT CE 


à Em : 
| QU = ar + be DE RER RE 
“4 : rèt ds A oi SA | D£ ; | 
; i é 


les £(p Æ 1) équations Q A Q;4) — 0 suffisent pour exprimer 

- que M4, est une multiplicité intégrale du système. Mais on peut 
leur adjoindre immédiatement celles qui expriment que les p + 1. 
éléments €, e,, …, ep sont deux à deux en involution; et qui se À 
déduisent des premières. Ces LÉRARES RS s’écrire sous forme 


abrégée ÿ REP 
: 0 (x) SO HET MERE | | SAS 
Got) = _ mes ab Sn (Æ—1,2,.., 7), 
OU QE) 72 25 SES se 
Sr um 0 #4 (253 = I, 2, ce) Ph 


= : * : ee 


le symbole en is à une dérivation par rapport à ti, quand 
on y regarde Lis Los cs E, COMMe-des fonctions des P + variables LR 
indépendantes æ, &,, .…., Æp- Nous partagerons ces équations en 
x deux groupes, le premier ne renfermant PSE les Oo 
| 7 2 de OM: 20) ie Le 
(I) = 0; | ag t— EPA eue 0, Br, 2550 DIN 


les équations de ce: groupe Sushi que les P éléments e,, Ce 
-.., €p Sont intégraux et deux à deux en involution. ; RTE 
Les AURSENES. du second groupe | | 


20,,(4) sa (R) x DRE EEE 
ne (R) == 0 RP ANUS &. c 
(1) 0, Ov GE TEE ter ST DNS # 


L 


expriment que e est un élément intégral en nee avec les 
P éléments linéaires e,, 2, .…., ep. - d 

_ Si les relations du groupe (1) sont vérifiées, l'élément : à 5 ions Er 
sions défini par les p éléments linéairese,,e,, …,e, est un élément 
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intégral E» du ne S. Les équations (II) que doit vérifier l’élé nS 
ment e pour former avec E) un élément intégral Go sont donc E 
| compatibles si les équations mn) sont vérifiées et se réduisent à <: 
- m—p équations distinctes, puisque l'élément e doit dépendre par De 
LEE 
hypothèse des p paramètres arbitraires. Ces équations (IT) peuvent 
, AE me re DE, #5 
donc être résolues par rapport à m —p des dérivées a RER x a : #4 
| 5 
g' dE : Lee 
on dZ | ee m—p+1 dZ 
A = F,[X, &i,..., lp, £ —— " | 
1 QU ARE P CE RE OS PQ ve d 
È dx LEP DR. à 
’ s * 
us ar | j ù Fe AURA 25 
Il’ 5x = Fate.) j %: # Da 2 
* - LE 
au | "20 
| ere D ee. _ Le 
Rise” AE à (...), 
les seconds membres dépendant des variables æ, æ,, .…., æp, des 
RASE Lis ce En t de leurs dérivées par rapport aux varia- 25 40 
à ne +4 _2z | 52 TAÎENSS 
. “bles tres) Xp, et ibn des dérivées met, 2m et ces SEE 
pe dL' : TX 6 be ; 
| seconds membres sont Hoi par rapport à ces dérivées. : 
mr --.-Cesystème (I) est un système de forme normale, dont on su p- A 
# D pose, bien entendu, les seconds membres holomorphes dans le FEV ÉLTEEN 
voisinage des valeurs initiales des arguments. ORNE | LT 
. Prenons pour Em—p+4 *" Zn des fonctions arbitraires | rs : LES 
” » - ge « " Pn—p41(e Lis .…. ph AE Pa(æ, RTE .., Tp) t 
w4 É , pe 2 < 
des p + I variables z, BA es Tps se réduisant, pour T— 0, aux <Fs a 

m —p fonctions SD van F$ HE 
3 É #2 k es Li» …. xp), FS .…., CAE RICE Lp), 1 à + > | E 
LE 1 et ARR dans le voisinage de æ— 0, TX, ; es Lg = Top) 4 DE. 

Mr 7eLRes équations ar) admettent alors un système d'intégrales holo- DT. 
_ morphes LR OR EEE ARS | ER 
pe Er : Zi = (x, Li, Ni Æp), ses LE = = : Pnp( Tr, …. Tp) : , Es. 
TRS CET QU CRE > | DUR à er 
à à 1 Fa 5 é 
FREE 
HSE DER L | 


ré 


sine æ + dx, Il en est de même, pour æ+0x, de 
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se réduisant, pour æ—=0, aux m— p fonctions (x, ..…, Æp), ..…, 


Pm—p(T4 .…, &p). Les multiplicités Mhp+1 représentées ‘par les 


_ formules 


(15) Fe BUS, Lie hit es ei ea OL 


passent bien par la multiplicité M,, et, d’après la façon dont on a 
obtenu ces multiplicités M+4, il est clair que toute intégrale M,141 
du système de Pfaff passant par M, est comprise dans les multi- 
plicités Myp+4, par un choix convenable des fonctions arbitraires 
Pnp+4 …, D, des p + 1 arguments æ, æÆ,, …, a, 

Nous allons maintenant démontrer, et c’est là le point le plus 
délicat de la démonstration, que réciproquement, quelles que 
soient les fonctions arbitrarres Pott v D, satisfaisant aux 


conditions spécifiées plus haut, la multiplicité Mp41 est une 
intégrale du système S (4). 


(:) M. Cartan établit ce point essentiel par un raisonnement intuitif très 
intéressant, que je reproduis presque textuellement (Voir Annales de l'Ecole 
Normale, 3° série, t. XVIII, p. 260), | £ 

« Pour démontrer que les multiplicités Mp+41 satisfont aux équations (I) 
et (IL), nous allons démontrer que si une multiplicité MC, +4, déterminée comme 
il a été dit, satisfait aux équations (I) et (II) pour une certaine valeur de x, elle 
y satisfait aussi pour la valeur infiniment voisine æ + dæ. 

Si cela est démontré, comme les équations (I) sont vérifiées par la multi- 
plicité Mtp+4 pour æ = 0, puisque Ap+4 se réduit alors à M, et que les 
équations (Il) sont supposées vérifiées par la multiplicité Ap4+4, et par 
conséquent aussi les équations (Il), il en résultera que les équations (1) et (Il) 
sont vérifiées pour toute valeur de æ. 

Or, supposons que pour une certaine valeur de æ les équations (1) et (Il) 
soient vérifiées. On a alors, en particulier, pour cette valeur de x, 
2Q;(R) dO,(%) 

2x 2BE 2 


Q,() SOA NOEL D 


k 
Mais si Q,(%) est nul, il en est de même de sa dérivée E prise par 
ir De 


: NS j(R) 
rapport à la variable æ;, indépendante de x. Donc Le … est nul pour la 


2Q:(X) 


i 


valeur considérée de æ. Or, dire que A4) et Dee s’annulent pour la 
| = 


valeur æ, c’est dire que Q;(k) s’annule pour la valeur infiniment voi- 
: dQ;(k) 


et des quantités 


analogues. Donc, pour æ + dæ les équations (1) sont vérifiées. Il en est de 
même par hypothèse des équations (Il!) et, comme conséquence algébri- 
que, des équations (Il) qui sont équivalentes à (Il!) en tenant compte de (I). 
Donc, pour æ+dæx, toutes les équations (1) sont vérifiées. » 
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CHAPITRE VIii. 


Nous nous appuierons sur le lemme suivant qui est à à peu nt 
évident. 

Soient F,, F,,.. 
variables Z,, …, 
des valeurs Z, = 0, .…, 
se réduisant à zéro quand on y fait Z, — 0, .…, 
que soient les valeurs des autres variables x, æ,, :.., 
équations 


(16) 


+ F, des one RATE des ÀA+p+1 
Zn, ©, Li, .…, Cp, holomorphes dans le voisinage 
labre due 0). Ro es de el 
Zh= 0, quelles 
xp. Les 


oZi UE 
7 = Si (PSS Tran ve 


» , Ne 


_— 


où les seconds membres sont des fonctions linéaires et homogènes, 


_ à coefficients holomorphes, des F; et des dérivées partielles des 


fonctions F,, F,, ..…., Fx par rapport aux variables x,, x, …., &p, pri- 
ses en y regardant Z,, .…, Zx comme des fonctions de æ, æ,, …, Tp 
n'admettent pas d”’ autre système d° AUS se réduisant à à zéro 
pour &æ — PURE 0, 0; 2h = 0 

Il est clair, en effet que Z, —0, …, Zr=—0 est un système d’inté- 


grales des équations (16) et, d'après le théorème général (Leçons 


n° 4), il n’existe qu’un seul système d’ intégrales satisfaisant à ces 


conditions initiales. 


Cela posé, nous savons que les équations (II) se réduisent à . 
m — p équations distinctes, en tenant compte des relations (1). On 


peut toujours prendre, pour former ces m—p équations, les 
r équations Q(%) — 0, puis s S—m —p— r autres relations, que 


nous représenterons par 


Si on résout les m — p équations 


QD— 0, :., Al) — 0, 


» 


PR PAS 
Q;—0, …. C0 
d£ 


SET ot* qu'on porte les valeurs obtenues 


: Ôn 
t à sn a. LAN 
par rapport à es ee, 


t * 
dans les autres équations Q%)— 0, elles se réduisent à des identités 


en tenant compte des relations du groupe (1). Ges relations du 
groupe (1) ne sont pas non plus en général distinctes, et se rédui- 
sent à N équations distinctes. 


es : 


à to e LI 
AMP ER 
à L 


11 
« 
LE. 
> 
» 
… 


L 
e) 
d 


FAR: 
Te 


ous 


SR TT 
CFO 


nt AP n ss us ne “ 
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DA PRE CLONE EU 
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RE A De 
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+! 


Considérons le système d'équations 


a EURE ds = Ts eut 


où. U,%, U;', Ut), Ut) sont We comme de nouvelles 
variables, et où l’on ne prend pour former les équations de la 
seconde ligne que celles qui correspondent aux N équations 
distinctes du groupe (I). De ce nouveau système on peut. 


oz 
N— ! > À (4 x ï 

— et RS des dérivées si SR USA 
L 


ONCE 


par rapport aux variables a, .…, tp en fonction de x, x, SRE PER 
Zi er 2m €t des dérivées restantes, et des variables auxi- 
liaires Uj@, U, U{#, Ujj*); en portant les expressions de ces 
dérivées dans les fonctions it), on obtient des fonctions des - 
arguments précédents qui sont identiquement nulles en vertu des ; 


hypothèses si l’on suppose que l’on ait 


Do, : Uio, : U=o, Us Qu 


Supposons que dans les expressions a, ai), os où), on 
remplace EME Re pl les fonctions b,, SL DRE RAS définies 
Fi haut. Soient Vi. Gi, Vi, Vi), Vi) les fonctions de x, x,, 
, æ? ainsi obtenues, qui sont évidemment holomorphes dans le 

voisinage des valeurs initiales x—= 0, &, =), .…., Xp = Xp°. 

D’après la ae dont on a déterminé ces fonctions LANTA 
les fonctions V,(@%) sont identiquement nulles, ainsi que celles des … 
fonctions V,i*) qui correspondent aux s ‘équations Qa';— 0. Quant 
aux autres fonctions V,:%), et aux fonctions V;U), Vij®), nous ASS 
vons affirmer seulement jusqu'ici qu’elles sont nulles pour æ — Que 
quelles que soient x, Lo, ..., Lp. | FR | 

La relation MT i | es 


Li k) );( 
: Xi DT 


nous donne 


see | dVi(k) 
GT) Eva, 
puisque la fonction V,(*) est identiquement nulle, 


12 


\ 
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D'autre part, l'identité | 
at + a Le ut LS 
4 9 ES DL) 


donne de même 


à VE) DV) 2 Vi) 
(8) Re de ‘+: 000 2j 


Or, d’après ce que nous venons de remarquer, les fonctions V,;() 


sont nulles identiquement toutes les fois que les fonctions Vi@) 


et V;;%) sont nulles. Il s’ensuit, d’après le lemme cité plus haut, 


que les équations (17) et (18) n’admettent pas d’autres intégrales 


holomorphes s’annulant avec x que ViG) = 0, Vi) — 0-Les équa- 
tions (15) représentent donc bien une intégrale M,+, du système 
de Pfaff, | 


89. Problème. de Cauchy. — Le théorème précédent est “ 
l’analogue du théorème général d'existence pour les systèmes 
d'équations aux dérivées partielles dont il se déduit. Nous allons. 


maintenant indiquer un système de conditions qui déterminent 
complètement une intégrale M, admettant un élément KE, voisin 
d’un élément donné non singulier E,°, et telles qu’en faisant varier 


ces conditions, on obtienne toutes les intégrales sualytiques, holo- 


morphes dans le voisinage de cet élément. 
Soient E, (x,°, x,°, .….,x,)) un point non singulier de l’espace, 


E,° un élément intégral non singulier i issu de E;, E,° un élément 


intégral non singulier passant par Ei°, …, E° un élément inté- 
gral non singulier passant par E°,-41. Les éléments polaires H(E;), 


H(E:°), ..., H(E'y-41) sont définis par des systèmes d'équations . 


linéaires que l’on peut écrire sous la forme suivante. Les r équa- 


tions qui définissent H(E,) sont les équations de Pfaff elles-mêmes 
où l’on a remplacé x,, x, …, æ, par æ°, æ,°, .…, æ,0. Ces r équa- 


tions peuvent être résolues par rapport à r des différentielles que 
nous désignerons, en modifiant un peu les notations, par 


H(E) * eee: durs 


L'élément polaire H(E,) est défini en adjoignant aux équations 
précédentes s, équations nouvelles entre les différentielles autres 
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que d2,, d2o, ue dzr. Nous supposerons ces équations résolues 
par rapport à s, différentielles nouvelles | 


H(E,°) ds), ..., ds. 


L'élément polaire H(E:°) a s, dimensions de moins que H(E,°) ; 
il est donc défini en adjoignant aux équations qui définissent 
H(E,°) s, relations linéaires entre les différentielles autres que 
ds,, …, dgr, ds), …, ds, 4). Ces s, relations peuvent à leur tour 
être résolues par rapport à s, différentielles nouvelles 


H(E,) ds,®, ..…, ds, 


et ainsi de suite. L'élément H(E° g—1) est défini en adjoignant aux 
équations qui définissent H(E°,_2) Sg—1 équations nouvelles réso- 
lues par rapport à 574 différentielles 
H(E°9-1) . deg), . ., deg, 
SA 
Enfin Er s'obtient en adjoignant aux équations précédentes 
Py US équations nouvelles résolues par an à sy diffé> 


rentielles " £ 
E,° 1 EPL PAUTEPRS ds, (9), 


Toutes les différentielles 


LE TUTO ER 
CARRE: 78 7 OR | TE 


A ENV) EEE d£s, (g) 


dont le nombre est r +s, + ... + 5; =n—g, sont donc expri- | 
mées au moyen des g différentielles restantes que nous désigne- 
TONS DAT ALL Ur. 

Pour avoir E°,_1, il faudra joindre aux PAR qui définis- 


sent E,° une relation entre dx, …, dxy, 


E°91 dx —= &g, id sk …. + Xy, CL ;. 


pour avoir E°,-o, il faudra de même joindre une autre relation 
entre, dis cn Dlgial 


fe] PES : 
E g—? dXy1 mr ag—1 142, DEUST Pi Age, g=20Xg-2 
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et ainsi de suite. Enfin, on obtiendra les équations de définition 
de E,° en adjoignant aux équations se définition de E,° une der- 
nière relation | 

E,° | TRES 22,142, 

Il est clair que si l’on prend une suite d’éléménts intégraux non 
singuliers E,, E,, ..., E;, chacun d'eux étant contenu dans le sui- 
_vant, voisins respectivement des éléments E,°, E,°, …, E,°, et leurs 
éléments polaires H(E,), H(E:), ..., H(E, 2) les équations qui 
définissent ces divers éléments pourront être résolues par rapport 
aux mêmes différentielles que les équations précédentes. 

Nous désignerons dans la suite par 


dy; .……. gs F Ci» … Cr, CALE ss Cs,(), .……s C1(9), ..s Ge) 
les coordonnées de l’élément E, 
#67 er UT ..… Lg —= dy; DE LA == Cs (9). 


D’après la forme des équations qui définissent E,°, toute inté- 
grale M, admettant cet élément peut être représentée par un sys- 
tème de n —g équations permettant d'exprimer #1, ..., 2, 
al), …, ss (9 en fonction de æ, x, …., æy qui jouent le rôle de 
variables Tee Il en sera donc de même de toute inté- 
grale M; admettant un élément Ey assez voisin de Es. 

Pour déterminer toutes ces intégrales, nous démontrerons 
d’abord le théorème suivant : 

Il existe des intégrales M, (, P < q) représentées par des équa- 
tions de la forme LS 


Ur. gi = Pit, Lo, …., Tp) - sg) = pla, Ta 2 Lp); 

| Lp + 1 —= Aus +. Lg —= Ag; 
les fonctions : et Di) étant des fonctions holomorphes de 
Lis Las +. Cp dans le voisinage des valeurs x, = 4,, .…, Xp = Ap, 
prenant pour Æi = @, .…, Æp — 4» des valeurs suffisamment 
voisines des coordonnées ci, cit) de l'élément E,, et satisfaisant 
aux conditions suivantes : | : 

Les fonctions DiA(x,, da, …, Th) où k>p— — 1, sont arbi- 
{raires ; 


effet, qu'il existe des courbes intégrales représentées par les 


les fonctions ; #) étant arbitraires, et fe finotions Dies à, étant | 
_ déterminées par un système d’ équations différentielles du premier ps 
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e Ta Gi 
Les fonctions b,(P-1), ... Ps LP 15e réduisent pour à D = Gp 2710 


à Sp-1 fonctions arbitraires de À FAR ART Tp 


PE Een VC A ce pa) F4 2] k. ACT Les …. Tp=1) ; 


Les fonctions æ,(P-2), …, ds, Nr se réduisent pour p = ap, ie 
RyA Gp 0 Sp-2 ae arbitraires de a FAC Tp—2 se. 


+ 


‘ 
“e 0 . . ° . . . . 0] d” Li LD D L L »." . -e L 


ptP-2(x4, ….) Lp—2) ...) ?s, Pas; …. Tp—) ; ” - È ns 3 4 
| ? ie 


Les s, fonctions d, il ), .…., Ps se réduisent, Pour Ts Gr HA 
+ Xp = Qp à Si fonctions arbitraires 5 Lis a = 


aa), v..) 0) à 


Enfin, pour Ly — Re FR Tp = A» 24, PES » £r se réduisent à à 
r constantes arbitraires se 2 PRE REC ET 


= 


Das Pas Er 


On suppose bien entendu que toutes les fonctions an sont holo- 
morphes dans le voisinage des valeurs initiales @, ..…, Gp; et” | 
prennent en ce point des valeurs voisines des FHIPSS corres- e ne à 
pondantes de E,.  - Er SRE sr : Debr 
= La démonstration est immédiate pour p—1. Il est évident,en =: 


équations N PAS TE ee | Bas 


ln LT Ag AT SOUPER 
AE PAR) LORS 
A— : P(æ), voir Ep PAIE CU ENSREEE 


ordre, ce qui permet de choisir arbitrairement les valeurs de CERTA 
fonctions pour &, — &. } À PAS CP ER PE à 
. Pour démontrer que le théorème est général, il suffit donc de LR 
prouver que, s'il est vrai pour une valeur de p = 9 il est encore pe + 
vrai pour la valeur p Na ee 
Soit M, une HER RUE définie par les HU | 


ue 


_ être définie en prenant pour les £;, 3%) et &p+s, …, æy des fonc- 


tions de Ti, …, Di, tp+1 se réduisant pour Zp+1 — Ap+1 AUX fonc- 
tions qui définissent M,. D’après le théorème général du précédent 
paragraphe, et la forme sous laquelle on a écrit les équations de 


# = définition de l'élément H(Ep), le système (Il’) qu’il faut intégrer | 


pour avoir les multiplieités M,}1 peut être résolu par rapport à 


con “2: TBE ont) = gs (P) 
rs j Are à PE DR, Ce .. 9 
DTp#1 HET TUE LT ST as Dacp+1 


et on peut choisir ie les fonctions PES » Lg et 


- #4), où k=> p, déve, Lp#1 ainsi que les fonctions de SES Ln 
auxquelles doivent se réduire les autres inconnues pour Zp11—4@p+#1. 
Or si l’on prend-pour xp», ..…, & les valeurs constantes 
Lp+2 = Ag+9; de Lg == dy; 
pour les fonctions, qui peuvent être choisies arbitrairement, des 
fonctions de æ,, ..., xhp441, se réduisant pour %p41 — Apt AUX 
fonctions correspondantes relatives à la multiplicité M,, les valeurs 
initiales des autres fonctions 21, .. 1 28, (P). étant choisies de la 


*." |‘ méme façon, on voit que le théorème se encore vrai pour la 
valeur p + 1. Donc il est général. 


| énoncer la proposition générale suivante : 
ee Le système de Pfaff S, de genre g, considéré comme définis- 


MR Conte, .… £s, 9) en fonction des variables TIR admet 


- un système de solutions et un seul pour. lequel les fonctions 
inconnues sont des fonctions ARS DOCS ESS Tg dans 


le domaine du point æ, —=@, …, Lg = ay, tel que les sy fonc- 
Cctons eme 0l,S 4e soient identiques à s, fonctions arbi- 
traires | i 


(Ts, s…. Lg) pics CAUICEE Las Lg)» 


1 


J 4 : LA : 
= - Que NS PAT LC LS À x LES D 
les sÿ-1 fonctions 2,(9—1), …., LT 1) se réduisant pour Ly= Ag 


à Sÿ1 fonctions arbitraires 
nu. pm, …., æya), ..., pes à mCre …. gi) 
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précédentes. Une multiplicité intégrale Mu passant par M, peut 


_ Le théorème est vrai en particulier pour p = g. On peut donc 


Lars 


Ur, ds 2 FT ft dite 
Deer, Des! 
* 
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et ainsi de suite, less, fonetians PONT PE 7 7 «) se réduisant, pour 


Le = A es Lg = Ag à s1 fonctions arbitraires de Lys. 


gai), ..., ps, WT), 


et-enfin les r fonctions £,, 22, ..., £r se réduisant à r constantes 
arbitraires &1, @3, ..., Qr, POUT Li — Qi, +. Lg = Ag. | 
Il est clair que tout système d’intégrales holomorphes, admet- 
tant un élément voisin d’un élément donné est déterminé par un 
système de conditions de cette nature. On peut donc dire que /a 
multiplicité intégrale M, la plus générale dépend de 


Sy fonctions arbitraires de q nan 


Sg—1 — g — 1 variables, 

LEA ILE ve à AC RUE CU 7 le ME. SUR PARC CU RU 

$, — 1 variable, 

r constantes arbitraires. | 


L'énoncé précis qui précède explique bien ce qu’on doit entendre 
par là. On remarquera ne dans cet énoncé ne figurent que les 
nombres Ti 815 82 250 Spa 0 | Rx 

Dans le cas d’un système S de r équations à n variables, dont 
les coefficients sont des fonctions arbitraires, on a remarquê 
(n° 86) que le genre g est égal au quotient à une unité près den 


par r + :1,et que les nombres $,,S2, .…, Sg—1 Sont égaux à r, tandis 


que 5, est égal au reste k de la de de n parr + 1. L'intégrale 
générale M, d'un système de cette espèce dépend donc de k fonc- 
tions arbitraires de g variables, de r fonctions arbitraires de 
g — 1 variables, ..., der fonctions arbitraires d'une variable et 
de r constantes arbitraires. | ; 

La démonstration du théorème montre en même temps quelles 
sont les intégrations à effectuer pour ‘obtenir la multiplicité M, 
satisfaisant aux conditions initiales données. On a à déterminer 
successivement les intégrales MMS 6: PA situées sur M, et 


que l’on obtient comme il suit : 


M, est l’intersection de M, avec la multiplicité à n — g + 1 dimen- 
sions obtenue en faisant | 


Le — Ag rs Lg = Ag; 
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M, est l’ intersection de M,a avec la multiplicité an —g + 2 ; dimen- 
sions j, 
| PES ei asia Re 


| My 1 est l'intersection de M, avec la multiplicité : à n—1 dimen- 
sions 


La première multiplicité M, s'obtient par l'intégration d’un sys- 
tème d'équations différentielles ordinaires, tandis que les multi- 
plicités suivantes M,, …, M,-1,et la multiplicité M, elle-même 
s’obtiennent par l'intégration de g—1 systèmes successifs d’équa- 
_ tions aux dérivées partielles de forme normale. | 

En remplaçant les multiplicités précédentes par des multiplicités 
choisies arbitrairement, on obtient le problème de Cauchy sous sa 


forme la plus générale (voir Carran, oc. cit., P- 287 et suivantes). 


Dans le cas particulier où les nombres s,, s sg Sont nuls, 


SEE = 


l'intégrale M, ne dépend que de fonctions arbitraires de moins 
de v variables. Le problème de l'intégration peut alors être sim- 


plifié par une méthode qui généralise la méthode de Mayer pour 


les systèmes complètement intégrables. Nous renverrons au 


Mémoire de M. Cartan pour l'exposition de cette méthode. 


, Remarque. — Un système de genre g peut admettre des inté” 


grales M4 à plus de g dimensions, mais tous les éléments inté- 


gTaUx Ex de ces multiplicités sont des éléments singuliers, et les 
intégrales elles-mêmes sont dites intégrales singulières. nes 
exemple, le système 
da, — x,dx, (LE RE CRT CHE 
_qui est de genre un, admet une famille d’intégrales singulières M,, 
représentées par les équations F5 


DC, C0, æ—(C. 


L'étude générale des intégrales singulières d’un système de 
Pfaff exigerait encore des recherches nouvelles, d'autant plus 
_ nécessaires que ces intégrales singulières donnent ges la 
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véritable solution du problème qui a conduit au système de 
Pfaff. ; | | 


90. Application aux équations aux dérivées partielles. 
— Les systèmes les plus généraux d’ équations aux dérivées par- 
tielles, à un nombre quelconque de variables indépendantes et de 


fonctions inconnues, ont ‘été, depuis Cauchy, l’objet d’un grand 


nombre de travaux. Des résultats définitifs ont été obtenus par 


M. Riquier (‘), dont les recherches ont permis de résoudre com- 


plètement le. problème suivant : Etant donné un système de 
m équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque, à un 


nombre quelconque de variables indépendantes et de fonctions 


inconnues, reconnaître si ce système admet des intégrales et, dans 
le cas de l’affirmative, préciser les arbitraires (constantes ou je 
tions) dont dépendent les intégrales. | 

Ce problème n'est lui-même qu’un cas particulier de l’intégra- 
tion d’un système de Pfaff. En effet, on peut toujours supposer 
qu’un système d'équations aux dérivées partielles ne renferme que 
les dérivées du premier ordre des fonctions inconnues ; il suffit, 
pour que cette condition soit réalisée, d’ adjoindre aux fonctions 


inconnues quelques-unes de leurs dérivées-partielles, et le système 


ainsi obtenu peut être remplacé par un système de Pfaff. Ce nou- 
veau procédé est évidemment plus symétrique, puisque rien ne 
distingue les variables indépendantes et Îles fonctions inconnues. 
Il est vrai que, pour ce système de Pfaff, on ne cherche que les 


intégrales M, qui n’établissent aucune relation entre les varia- 
bles x, X2, ..., &,, considérées comme variables indépendantes 


dans le système d'équations aux dérivées partielles d’où l’on est 
parti. Mais M. Cartan (?) a montré qu’on peut toujours prolonger 
un système de Pfaff de façon que l'intégrale générale du nouveau 


système n’établisse aucune relation entre n formes données de 


__ 


Pfaff w4, w,, …, w,. Dans uné note récente (5), M. Maurice Janet a 
montré comment l'étude directe d’un HÉYSiome d'équations aux 


(‘) Voir en particulier son grand ouvrage Sur les systèmes d'équations aux 
dérivées partielles (Gauthier-Villars, 1910). 

(2) Annales de l'Ecole Normale, série 3, t, XXI (1904), p. 169. , 

(2) Les caractères des modules de formes et les systèmes d'équations aux 


dérivées partielles (Comptes rendus, t. CLXXIV, 1922, p. 432), 
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À dérivées etbole à conduisait à introduire certains es 


entiers analogues aux caractères successifs d’un système de Pfaff. 
Les deux méthodes doivent, sans doute, être équivalentes quand 
on pousse les calculs ; jusqu’au bout. Il semble cependant que, dans 


É- Eu bien des cas, les méthodes de M. Cartan sont préférables. On peut, 
Fe, fon effet, grâce à l'emploi des formes symboliques, présenter les 
É= calculs sous une forme abrégée qui permet souvent de les achever 
ER sans beaucoup de peine. Il suffit, pour s’en convaincre, de par- 


_ _— courir les Mémoires récents de l’auteur (!). 


(:) Sur Les systèmes en involution d'équations aux dérivées partielles du second 
%. -_ ordre à une fonclion inconnue de trois variables indépendantes (Bulletin de la 
er Société Mathématique, t. XXXIX, 1911, pp. 352-443). 
_La déformation des hypersurfaces dans l'espace euclidien réel à n | dimensions 
(bid., t. XLIV, 1916, pp. 65-99). 
Pas La déformation des hypersurfaces dans l'espace conforme à n > 5 dimensions 
CRE (1bid., t. XLV, 1917, pp. 57-121). rs 
+ Sur certaines hypersur faces de l'espace conforme réel à cinq dimensions (/bid., 
_t. XLVI, 1918, pp. 84-105). | 
2 Sur les variétés de courbure constante d’un espace euclidien ou non euclidien 
oo (Zbid., t. XLVII, 1919, pp. 126-160 ; t. XLVIII, 1920, pp. 132-208). $ 
EX Sur. la déformation projective des surfaces (Annales de l’Ecole Normale 
supérieure, série 3, t. XXXVII, 1920, pp. 259-356). 
Sur le problème général de la D a (GC. R. ce RERE de Strésbourg, 


; 1921, PP: 397-406). : > | 
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HADAMARD D 


| Leçons professées au Collège de France surla théorie des Ondes 


et les équations de l’'Hydrodynamique 


À beau volume gr. in-18, de’plus de 400 pages avec figures, 4904. . . . . . 36 fr. 

CnapirRe I. Le deuxième problème aux limites de la théorie des fonctions harmoni- 
ques (Problème de Neumann). 1. Propriétés générales des fonctions harmoniques. 
2. Existence de la solution. Inégalités auxquelles elle est assujettie. 3. Cas de la sphère. 
4. Problèmes mixtes. — Cnarrire II. Les Ondes au point de vue cinématique. 1. Les 
résultats classiques (Résultats relatifs aux déformations. Résultats relatifs aux vitesses). 
2. Étude des discontinuités : les conditions identiques. 3. Id. Les conditions de compta- 
bilité cinématique. Variations de la densité, des composantes de déformation de la 
rotation instentanée. &. Id. Conditions de comptabilité d'ordre supérieur. — Caapirre JTE. 
La mise en équation du problème de l'Hydrodynamique. 1. Les équations internes et 
la conäition supplémentaire. 2. Interverition des conditions aux limites. Cas des gaz. — 
CxaprrRe IV. Le mouvement rectiligne des gaz. Cas de la vitesse de propagation 


constante. 2. Cas général. Les mouvements compatibles avec le repos. 3. Le phénomène 


de Riemann-Hugoniot. — Caarirre V. Les mouvements dans l’espace. Vitesse de pro- 
pagation. Condition de comptabilité. — Cmaprrre VI. Application à la théorie de l’élas- 


ticité. Cas de déformations infiniment petites. Cas de déformations finies. Stabilité de . 


l'équilibre. Ondes longitudinales et transversales. — Cnapirre VII. La théorie générale 
des caractéristiques. !. Caractéristiques et bicaractéristiques. Application aux mouve- 
ments. Surface des Ondes Rayons. 2. Théorèmes d’existence. Application à la rencontre 
des ondes. Mouvement d’un fluide au contact d’une paroi. 3. Cas des équations linéaires. 
Note I. Sur le problème de Cauchy.— Nure II. Sur les glissements dans les fluides. — 
Nore III. Les tourbillons dans les oniles de choc, 


U. BROGGI 
Traité des Assurances sur la Vie avec dite penests 


sur le Calcul des Probabilités 
Ouvrage traduit de l'italien par S. LATTÉS 


4 beau volume in-8 de 336 pages, cartonné toile anglaise . . . . . . . 15fr. 


Dans son remarquable traité, M. le Professeur U. Broccr s’est proposé de présenter 
un exposé des principaux problèmes qui se rattachent à la détermination d’une proba- 
bilité de décès et à l'introduction de celle-ci dans les calculs financiers. C'est l'œuvre 
d’un savant s'adressant à des esprits scientifiques ; les mathématiques y ont la place 
prépondérante ; c’est un véritable livre actuariel. 

La théorie des assurances sur la vie est, comme l'indique le titre de co x 1 
l’objet essentiel de l’auteur. 

Une première partie traite des fondements mathématiques et statistiques de la ques- 
tion (éléments du calcul des probabilités, théorie statistique de la mortalité, démon- 
stration de quelques formules relatives aux opérations financières) ; une deuxième partie 
est consacrée aux problèmes fondamentaux de la théorie mathématique des assurances 
sur Ja vie (méthodes usuelles de calcul, détermination de la valeur des principales 
formes d’assurances sur la vie): une troisième partie est spéciale à la technique des 


. assurances sur la vie (primes et réserves, profits) ; une quatrième et dernière partie est 


réservée à la théorie du risque : la table des valeurs de l'intégrale 


9 . 
| = js ye-t2dt 
est donnée en annexe. | 


Le simple énoncé des questions traitées suffit, avec le nom de l’auteur, pour montrer 
toute la valeur de louvrage, et il est particulièrement heureux que le public français 
puisse en profiter grâce à l’élégante traduction de M. S. Lattès ; M. Achard a bien voulu 
la présenter et la commenter dans une préface où la sobriété scientifique n'exclut par les 


observations qui dénatent une érudition à la fois sagace et profonde. 


Mauricx BELLON, 
Ingénieur au corps des Mines, 
Professeur à l'École supérieure des Mines. 
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